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摘要!指出承压含水层盖层的弯曲变形与开采井周围的径向地下水运动存在相互作用"而这
一效应在传统的井流理论中没有被认识到’通过引入弹性薄板理论"建立了无越流的承压含
水层井流@顶板弯曲效应的解析模型"同时考虑了含水层和水的压缩性"结果表明D043<井
流方程给出的抽水降深偏小’在此基础上推导了有越流承压含水层井流@盖层弯曲效应的偏
微分方程"求出了解析解"并与传统理论的结果进行了对比"表明E-5/7<0F6-2%G公式计算的
降深也是偏小的’在抽水井附近和抽水初期"传统理论可能导致显著的相对误差’
关键词!井流#弯曲#承压含水层#越流#解析解’
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作者简介!王旭升$A+CB@%"男"博士后"主要从事水文学与水资源计算和水文工程地质计算
方面的研究’,FK-3&&LM<0!27N’4O7’25

)!引言

对承压含水层在人类开采作用下地下水的非稳

定流动"自A+*#年著名的D043<公式’A(被提出以
来"传统的地下水渗流理论对之进行了近C)年的分
析研究"建立了一系列对应各种条件的承压含水层
井流解析模型’这些模型为解释承压含水层井流现
象)分析抽水试验数据)辩识含水层参数乃至地下水
资源的管理提供了重要的理论工具"已经发挥了巨
大的作用’
然而"对于实际观测到的地下水渗流@含水介

质变形的一些耦合现象"包括承压含水层非稳定井
流和盖层弯曲的相互作用"这些传统的理论模型还
无法解释"尽管这些现象有时看起来是微弱的)难以
觉察的’随着人类观测技术水平的不断提高和对地
质变化敏感度的加强"这种发生在含水层体系中的
渗流@变形耦合现象也越来越得到关注’为了解释
这些现象"需要从理论上突破传统承压含水层模型
的一些不合理假设’例如&为了解释所谓的*(%%.OF
G4.N7K效应+$在承压含水层抽水时"上部或下部的
弱透水层发生快速的小幅度的水头上升现象%"

E<340’!()P3K和H-.3Q4R’*(利用S%3/固结理论分析
这些弱透水层的水头波动与含水介质变形的关系"
并进行了有限元计算#为了解释循环抽水试验中的
滞后效应"S7.G4=’B(应用非线性的应力@应变有限
元模型考察含水层压缩与水头变化的响应特征’就
含水层的变形行为"S7.G4=’#(还对传统地下水理论
中只考虑垂向变形的做法提出质疑"他通过数值分
析认为"在抽水条件下有多达#)T的地下水是通过
含水层的横向变形释放的’
陈崇希和吴修义’I(在分析一个无越流承压含水

层的抽水试验时发现"抽水初期$#)K35内%水头降
深显著大于用D043<公式计算的结果’*显著+是指
具有可观测性"在抽水井径距!UA)BK"观测孔的
最大偏差超过*2K"显然随径距!的减小偏差值会
增大’他们提出"这种现象的一个重要原因是含水层
顶板发生弯曲"起到了*梁+的作用"抵消了部分荷
载"从而使水头降深超过D043<公式的估计值’王旭
升和陈崇希’C(采用有效应力原理进一步分析了无越

流承压含水层井流@盖层弯曲效应的机制"通过引
入弹性薄板理论"建立了初步的解析模型来探讨顶
板弯曲可能对无越流承压含水层井流造成的影响"
证明D043<公式计算的抽水降深是偏小的’然而"这
一改进模型忽略了水的压缩性"也没有考虑越流"需
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要加以完善’
笔者认为"承压含水层井流@盖层弯曲效应是

不同于上述(%%.OG4.N7K效应和滞后效应的一种
含水层变形@地下水渗流耦合作用"后两者发生在
未固结或弱固结的含水层体系#如第四系含水层$"
而前者不仅会发生在未固结或弱固结的含水层体系

中"还会发生在已固结的基岩含水层体系中"需要不
同于S3%/固结模型的理论加以解释’本文之目的"
就是建立一个相对较完善的解析理论"用于分析无
越流和有越流的承压含水层井流@盖层弯曲效应
#以下简称井流@弯曲效应$’

A!应力分析

根据有效应力原理"承压含水层总应力!%有效
应力!V和孔隙水压力"之间的关系为&"’

!#!V$"’ #A$
因此增量关系为

"!#"!V$""’ #!$
当在含水层抽水时"含水层孔隙水压力变化与水头
降深%存在对应关系

""#&"L%’ #*$
其中""L 为水的容重’有效应力变化与含水层的压
缩量存在对应关系

"!V#’(##($’ #B$
其中"’为承压含水层的压缩量"即顶板垂直向下的
弯曲挠度"#是含水层骨架的压缩系数"( 为承压含
水层的厚度’
文献&C’已经推导出"假定含水层底板不变形"

在单位水平面积的含水层柱体中由于水头降深#水
膨胀$和有效应力增大#骨架压缩$导致的水体积变
化")为
")#’&*($""#(##"!V$*$"L%$’##$
其中"*是含水层的孔隙度"$是水的压缩系数’
传统的地下水理论假定承压含水层的总应力不

随抽水过程变化"因此"!VU"L%’用")V表示这种假
定条件下单位面积的释水量"则有

")V#"L(##$*$$%##%K$%L$%’ #I$
其中

%K#"L(#"%L#"L(*$’ #C$
本文将%K 称为含水层骨架压缩给水度"将%L 称为
地下水膨胀给水度"两者与我们所熟知的承压含水
层弹性给水度%4的关系为

%4#%L$%K ’ #"$
因此"传统的承压含水层给水度概念"是建立在假定
总应力不变这一基础上的’
本文考虑承压含水层顶板的弯曲"因此不再假

定总应力守恒"含水层单位面积的释水量应该为

")’根据#!$式有

"!V#"!&""’ #+$
把#+$式和#I$式代入##$式"得到

")U")VW#("!’ #A)$
由于含水层顶板弯曲产生支持力"抵消了一部分铅
直荷载"导致总应力下降"有"!")"从而")"
")V’这说明在相同的降深条件下"受承压含水层顶
板弯曲的影响"地下水的释放量小于传统理论的估
计’因此"为了保持水均衡"在抽水井附近就会产生
更大的抽水降深’
把#*$%#B$%#C$式代入#!$式"得到总应力变化

的表达式

"!#"L%K’&"L%’
#AA$

因此总应力变化是由承压含水层的抽水降深和顶板

的弯曲挠度同时决定的’
上述应力分析表明"井流@弯曲效应的实质是

承压含水层盖层弯曲导致含水层总应力下降"诱发
比传统理论估计更大的抽水引起的水头降深’

图A!无越流承压含水层@井孔模型概化图#箭头表示水流方
向$

X3N’A 1204K-/328%.-87&&=2%58354O-Y7384.FL4&&<=</4K

!!无越流承压含水层的解析模型

考虑一无越流的均质各向同性承压含水层"水
平无限延伸"有一口完整井抽水"抽水流量恒定为
+"如图A所示’在水平面上以井心为原点"建立轴
对称解析模型’同时"假定顶板的弯曲符合弹性薄板

IB#
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理论’
"’#!数学模型及解析解
承压含水层中地下水的径向流方程为

,"#
!%
#!!$

A
!
#%
#!
####-

"")#$."!$-#’ "A!#

其中$#"")#%#-是单位面积含水层柱体内水体积
"贮水量#的变化率$,为导水系数$."!$-#为源汇
项$!表示径向距离$-表示时间’在本文中$假定顶
板的挠度"即含水层的压缩量#较小$从而导水系数
,的变化可以忽略’
把"B#&"##两式代入上式$得到

,"#
!%
#!!$

A
!
#%
#!
###’#-$%L

#%
#-$.

"!$-#’"A*#

在此$承压含水层总应力的减少量就是导致盖
层"顶板#发生弯曲的附加荷载$根据弹性薄板理
论’+($挠曲方程为

/$B’#&"!#&"L%K’$"L%’
"AB#

其中/为挠曲刚度$

/# 01*
A!"A@2!#’

"A##

式中0&2&1分别为顶板的弹性模量&泊松比和厚
度’

"A*#和"AB#式为无越流承压含水层井流@弯曲
效应的控制方程’此外$这一问题的初始条件为
%"!$)##)$!’"!$)##)$!!%)’ "AI#
边界条件分别为

&3K
!L&)’

!L

)
!#!."!$-#O!#&+$!!(!L$-%)$"AC#

."!$-#U)$!%!L$-%)$ "A"#

#’%#!U)$!U)$-%)$ "A+#
%"Z$-#U)$’"Z$-#U)$-%)’ "!)#
其中"AC#式反映的是抽水井条件$!L 为抽水井的有
效半径’
方程"A*#&"AB#和"AI#$"!)#共同构成了无越

流承压含水层井流@弯曲效应的数学模型’利用
E-5R4&变换和逆变换可以求出该问题的解析解为

’"!$-##+!#’
3

)

A&4&&"$#-
#$"A$4$B#

"A&%L%4
#5)"$!#O$$"!A#

%"!$-## +
!#,’

3

)

A&4&&"$#-
$ 5)"$!#O$’ "!!#

其中

&"$##6$! A$4$B
A$"%L4$B%%4#

$ "!*#

6#,%%4$!4#%K/%"L ’ "!B#

而5)"7#是一类零阶S4<<4&函数’
通过适当变换$降深的解析解可以表示为无量

纲的形式

%[#("-[$![$’#’ "!##
其中(为一积分函数

(#’
3

)
’A&4M?"&7

!

B-[
![$7B
![$7B’

#(5)"7#
7 O7’"!I#

而无量纲因子分别为

%[#%%"+%B(,# "!C#

-[#B6-%!!$![#!B%4$’#%L%%4’ "!"#
在以下*种情况下$该降深解析解退化为D043<公式

("-[$)$’##8"%L
!!
B6-
#$ "!+#

("-[$3$’##8"A%-[#$ "*)#
("-[$![$A##8"A%-[#’ "*A#
其中8 是D043<井函数’这*种情况的物理意义分
别为!公式"!+#$含水层顶板挠曲刚度为无穷大$
/UZ$即组成顶板的物质极端坚硬)公式"*)#$含
水层顶板挠曲刚度为零$/U)$即组成顶板的物质
极端柔软)公式"*A#$含水层骨架不可压缩$其弹性
给水度等于地下水的膨胀给水度’

图!!当![U)’A时$无越流承压含水层单井定流量抽水的

%[@-[曲线

X3N’! %[F-[27.;48%./0487&&=2%58354O-Y7384.FL4&&<=</4K<
L03&4![U)’A

"’"!对比分析
新的降深解析解表明$在井流@弯曲效应中$水

头降深受到*个综合参数的控制!6&4和’’其中!6
是D043<公式中原有的参数$取决于承压含水层的
水文地质性质)4和’是考虑井流@弯曲效应引入
的新参数$4反映了顶板抗弯曲的性能$而’U%L%%4
反映了地下水本身的膨胀对含水层释水的贡献’
图!给出了井流@弯曲效应下无量纲降深%[

随无量纲时间-[的变化曲线$D043<解对应’UA的
情况$即承压含水层骨架不可压缩$抽水量完全由地
下水的膨胀所提供$显然这是一种极端的情况’图!

CB#
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表明"D043<公式估计的抽水降深是偏小的"偏小的
程度在抽水初期可能十分显著#相对误差很大$"随
着时间的延长"新模型的解析解与D043<解接近’地
下水膨胀给水度%L占含水层弹性给水度%4的比例
越小"抽水初期D043<解偏小的程度就越大’更多的
对比计算可以发现"井流@弯曲效应形成与D043<
公式偏差的幅度"在抽水井附近是较显著的"随着离
抽水井距离的增大"偏差呈现减小趋势’

*!一类越流承压含水层的解析模型

关于一类越流系统的水文地质特征"见文献
%A)&’本文假定承压含水层底板为不可变形的基岩"
含水层水平无限延伸’均质各向同性’有一完整井在
承压含水层中抽水"流量恒定为+"上部潜水含水层
中的地下水通过弱透水层向下越流"但是潜水水位
保持不变"示意图见图*’假定由弱透水层和潜水含
水层组合构成的承压含水层盖层符合以弹性薄板理

论为基础的经典线性叠层板#复合材料$理论"不考
虑弱透水层本身的压密释水"建立井流@盖层弯曲
效应的轴对称分析模型’

图*!越流承压含水层@井孔模型概化图#箭头为水流方向$

X3N’* 1204K-/328%.-&4-R=-Y7384.FL4&&<=</4K

$’#!数学模型及解析解
有越流承压含水层地下水径向流方程为

,##
!%
#!!$

A
!
#%
#!
$&9V%##’#-$%L

#%
#-$.

#!"-$’#*!$

其中9VU:(;为越流系数":’;分别为弱透水层的
垂向渗透系数和厚度’
在盖层弯曲方面"一类越流承压含水层与无越

流承压含水层相同"即总应力的减少量就是导致盖
层发生弯曲的附加荷载"挠曲方程保持#AB$式不变’
根据经典线性叠层板理论%AA&"盖层挠曲刚度是潜水
含水层挠曲刚度与弱透水层挠曲刚度的组合"组合

公式在此不赘述’
模型的初始条件和边界条件仍然用#AI$$#!)$

式描述’
因此"方程#*!$’#AB$和#AI$$#!)$共同构成了

一类越流承压含水层井流@弯曲效应的数学模型’
同样利用E-5R4&变换和逆变换可以得到该问题的
解析解

’#!"-$#+!#’
3

)

#A&’$%A&4&&V#$$-&
6#9$$!$$#A$4$B$5)

#$!$$O$"

#**$

%#!"-$# +
!#,’

3

)

A&4&&V#$$-
9$$! 5)

#$!$$O$’ #*B$

其中

&V#$$#6#9$$!$A$4$
B

A$’4$B ’
#*#$

9#9<(,#:(#;,$’ #*I$
而6’4的定义与#!B$式相同"’的定义见#!"$式’
容易看出"当9U)"即弱透水层完全不透水时"

一类越流承压含水层降深和盖层弯曲挠度的解析解

退化为无越流承压含水层条件下的解析解’
对于一类越流承压含水层中的非稳定井流"

E-5/7<0和6-2%G%A!&给出了传统理论解"其无量纲
形式为

%[#8#="!(>$#’
3

=

A
?4M?&?&

!!
B>!% &?O?"#*C$

其中

=#A(-[" #*"$

># ;,() :#A()9’ #*+$
根据#*B$式"在井流@弯曲效应作用下"一类越

流承压含水层单井定流量抽水引起的无量纲降深

%[可以表示为以下的井函数
%[#(#-["!["’"!(>$’ #B)$
其中

(#’
3

)
A&4M?#7

!$!!(>!
B -[![$7

B

![$7B’% &$)
75)#7$
7!$!!(>!O7’

#BA$

$’"!对比分析
与无越流承压含水层井流@弯曲效应下水头降

深的无量纲井函数#!I$式相比"一类越流承压含水层
的无量纲降深井函数#BA$式多了一个综合参数>’这
一参数反映了弱透水层的越流能力’>越小"说明通
过相邻含水层产生的越流越强烈"对被开采的承压含
水层地下水径向流的影响就越大’参数>已经包含在

"B#
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图B!当![U)’A"’U)"!#>U)’#时"一类越流承压含水层
单井抽水的%[@-[曲线

X3N’B%[F-[27.;48%./04&4-R=-Y7384.FL4&&<=</4K<L03&4![U
)’A"’U)-5O!#>U)’#

传统理论解$*C%式中’
现取一组无量纲因子![U)’A"’U)"!#>U)’#"

分别采用D043<公式&E-5/7<0F6-2%G公式$*C%&无越
流条件的井流@弯曲效应公式$!I%和一类越流条件
的井流@弯曲效应公式$BA%计算无量纲降深%[随无
量纲时间-[的变化’计算结果见图B’
图B表明有越流的条件下"开采层的水头降深在

抽水初期与无越流条件较为接近"但随着时间的延
长"其降深值越来越明显的小于无越流条件"即相邻
含水层越流所补充的地下水占抽水量的比例越来越

大’E-5/7<0F6-2%G公式所估计的水头降深"也小于有
越流条件下井流@弯曲效应的降深值"随时间延长"
两者都向同一个固定的降深值逼近’这说明盖层的弯
曲并不影响有越流承压含水层在达到稳定流时的水

头分布’

B!结论

承压含水层井流@盖层弯曲效应是一种特殊的
含水层变形@地下水渗流耦合作用"没有被传统的地
下水动力学理论所认识到’通过应力分析表明"承压
含水层井流@盖层弯曲效应的机制是在开采井抽水
条件下"承压含水层盖层发生弯曲导致含水层总应力
下降"从而诱发比传统理论估计更大的抽水降深’
通过引入弹性薄板理论"本文建立了无越流和有

越流承压含水层井流@盖层弯曲效应的解析模型"得
到!个新的井函数’考虑井流@盖层弯曲效应时"对
无越流承压含水层来说"D043<公式计算的水头降深
是偏小的"对一类越流承压含水层来说"E-5/7<0F6-F
2%G公式计算的降深是偏小的’在有越流条件下"井流
@盖层弯曲效应并不影响最终稳定流所对应的水头

分布’无量纲降深的对比分析表明"传统理论由于不
考虑井流@盖层弯曲效应"在抽水井附近&抽水初期
的降深计算可能产生显著的相对误差’
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