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摘要：概率图法在筛分混合分布的问题上，只能对混合分布的各项参数作出粗略的估计．为了解决这一问题，引入了 ＭＭＬ

ＥＭ法．模拟研究表明，在混合分布参数估计上，该方法比概率图法有更高的精度．以江西大吉山钨矿石英脉原生晕数据为例，

经过该方法的筛分，得到钨、钽和铌的含量服从由２个子分布组成的混合对数正态分布，即双峰分布．结合前人的地质研究，可

以初步得出结论：钨的高值总体代表了岩浆期后热液成矿期的热液充填石英脉型矿化，低值总体可能代表其他成矿期的事

件，其中高值部分可能构成岩浆晚期浸染型的弱钨矿化．钽和铌的高值总体代表岩浆晚期的浸染型富矿化，低值总体代表其

他成矿期的叠加矿化．该方法为化探数据中混合分布的筛分以及解释多地质成因总体提供了一种良好的定量化工具．
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　　元素含量的统计分布形式是地球化学的基本事

实，也是勘查地球化学技术方法的理论基础．除了正

态分布和对数正态分布，实际计算中还经常遇到双

峰或多峰的分布总体．

另外，对化探数据作多元统计分析前，通常需要

假设样本服从正态分布或对数正态分布．但是，许多

情况中样本无法通过假设检验，这可能与样本容量

太大、存在异常值和混合分布３种因素有关（Ｚｈａｎｇ
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犲狋犪犾．，２００５）．本文正是从混合分布的角度研究化探

数据的分布规律．另外，混合分布在解释多地质成因

总体时也具有重要意义（赵鹏大等，１９８３）．

在研究化探数据的分布规律上，前人已经取得

很多重要的成果．ＡｌｌｅｇｒｅａｎｄＬｅｗｉｎ（１９９５）对地球

化学场元素的分布形式进行了详细的分析，并将其

划分为两大类和四大亚类：正态和多模式分布、分形

和多重分形分布，并对其形成机制进行了详细的研

究，指出正态和多模式分布对应于混合作用占主导

地位的地球化学过程，而分形和多重分形分布对应

于分异占主导地位的地球化学过程．这里的多模式

分布即为混合分布．对于分形和多重分形分布，近年

来取得了很多进展，并在应用中起到了重要的作用

（Ｃｈｅｎｇ犲狋犪犾．，１９９４；申维，２００８）．

然而，对于混合分布，成果相对较少．Ｓｉｎｃｌａｉｒ

（１９９１）在研究阈值估计问题时认为，背景值和异常

值与不同的地质过程有关，它们具有不同的概率密

度函数，包含着这种思想的方法才是解决阈值估计

问题的根本途径．但是引入的概率图法（王建康和盖

钧镒，１９９５）在混合分布的筛分上，并不是一个很精

确的方法．这一点会在下面详细讨论．

一般的混合模型研究中存在两大难题：第一是

怎样估计混合模型的参数；第二是混合模型分支数

的确定．对于前者，基于ＥＭ算法的极大似然估计

是一种有效的参数估计方法，但是ＥＭ算法只是一

种局部最优搜索算法，常常会陷入局部最优解，这使

得它的搜索结果对初始值非常敏感（连军艳，２００６）．

对于模型分支数的确定问题，王建康和盖钧镒

（１９９５）将解决方法分为两类：图形方法和统计检验

方法．图形方法只能对参数进行粗略的估计，并且无

法估计参数的误差．地质中常常使用的概率图法即

属于图形方法．对于统计检验方法，前人也已经做了

很多尝试．Ｈｓｕ犲狋犪犾．（１９８６）提出了一个基于自助法

的逐步过程估计有限分布中的基本分布的数目，但

是参数估计却要依赖于基于ＥＭ算法的极大似然

估计，这也降低了该方法的稳定性．似然比统计量测

验是一种被广泛采用的统计推断方法，但是在混合

模型中，如何应用该方法一直在探索之中．

本文采用的方法是ＦｉｇｕｅｉｒｅｄｏａｎｄＪａｉｎ（２００２）

提出的基于最小信息长度准则（ＭｉｎｉｍｕｍＭｅｓｓａｇｅ

ＬｅｎｇｔｈＣｒｉｔｅｒｉｏｎ，简称ＭＭＬ）和期望最大化法（Ｅｘ

ｐｅｃｔａｔｉｏｎＭａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，简称ＥＭ）的方

法，简称ＭＭＬＥＭ方法．该方法真正实现了同时处

理分支数和模型参数这２个问题（连军艳，２００６），其

特点是它将参数估计与模型分支数的选择紧密结合

到一个单一的ＥＭ算法中，从而加快了计算速度，

克服了原有ＥＭ算法的许多缺点，是目前该类算法

中表现最好的方法之一．

１　ＭＭＬＥＭ方法

不失一般性，假设样本的混合分布模型为：

狆（狓；θ）＝
犽

犻＝１

α犻犳（狓，θ犻），

其中，参数集θ＝（犽，θ１，…，θ犽，α１，…，α犽），犽为分支

的个数，犳（狓，θ犻）表示第犻个分支的概率密度函数，θ犻

为相应的参数，α犻为第犻个分支的权重，并有
犽

犻＝１
α犻＝

１，α犻＞０．

上述数学模型是混合分布的一般公式，研究该

模型的目的是精确地估计混合分布的分支数和每个

子分布的参数，如权重、均值和方差．

ＭＭＬＥＭ方法是以ＥＭ算法为基础的更精细

的方法．ＥＭ算法（张士峰，２００４）是一种迭代方法，

主要用来求解后验分布的众数（即极大似然估计），

它的每一次迭代由两步组成：Ｅ步（求期望）和Ｍ步

（极大化）．其基本思想是在给出缺失数据初值的情

况下，估计出模型参数的值；然后再根据参数值估计

出缺失数据的值．根据估计出的缺失数据的值再对

参数值进行更新，如此反复迭代，直至收敛，迭代结

束并得到最优的参数值（连军艳，２００６）．

基于ＭＭＬ准则和ＥＭ框架的算法是这样进行

的：第１步和第２步分别是ＥＭ算法的Ｅ步（求期

望）和Ｍ步（极大化），第３步是利用前两步计算的

参数计算相应的信息长度．重复上述的３步，直到求

出在信息长度最小的情况下最优分支数和分布参

数．详细的公式推导和实现算法见文献（Ｆｉｇｕｅｉｒｅｄｏ

ａｎｄＪａｉｎ，２００２）．

２　ＭＭＬＥＭ方法模拟研究

下面利用ＭＡＴＬＡＢ软件生成服从正态分布的

随机数，研究 ＭＭＬＥＭ方法在估计混合正态分布

参数时的可行性．该方法适用于研究多元混合分布，

本文只考虑一维混合正态分布．设定两组正态分布

参数如表１，其中α表示各个分支的权重，μ和σ表

示各个分支的均值和方差，每次试验生成的样本个

数为１０００．以试验１为例，先生成５００个服从Ｎ（０，

６５３
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表１　犕犕犔犈犕方法模拟

Ｔａｂｌｅ１ ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆＭＭＬＥＭ

试验号 α真值 α估计值 μ真值 μ估计值 σ真值 σ估计值

１

２

０．５ ０．５１ ０ －０．０４ １ ０．９３

０．５ ０．４９ ３ ３．００ １ ０．８６

０．９ ０．９ ０ ０ １ １．０３

０．１ ０．１ ６ ５．８８ １ ０．９５

表２　概率图法模拟

Ｔａｂｌｅ２ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｇｒａｐｈｓ

试验号 α真值 α估计值 μ真值 μ估计值 σ真值 σ估计值

１

２

０．５ ０．６ ０ ０．７ １ １．２

０．５ ０．４ ３ ２．３ １ １．０８

０．９ ０．６７ ０ －０．９ １ ４．２５

０．１ ０．３３ ６ ５．１ １ ３．８

１）的随机数，再生成５００个服从Ｎ（３，１）的随机数，

将这１０００个随机数混合在一起，最后利用 ＭＭＬ

ＥＭ方法估计出相应的参数．

设定迭代精度为１０－９，分支数的搜索范围是

［１，４］，经过计算得到估计值表１．作为参照，使用概

率图法筛分上述两组随机数，得到表２．对比表１和

表２，仍以试验１为例：２个分支的比重都是０．５，

ＭＭＬＥＭ方法估计得到的比重为０．５１和０．４９，概

率图法得到的是０．６和０．４；２个分支的均值为０和

３，ＭＭＬＥＭ方法估计得到的为－０．０４和３．００，概

率图法得到的是０．７和２．３；２个分支的方差都为

１，ＭＭＬＥＭ方法估计得到的为０．９３和０．８６，概率

图法得到的是１．２和１．０８．综上可得，ＭＭＬＥＭ方

法估计参数的精度更高．

３　应用实例

本文以江西省大吉山钨矿的石英脉原生晕数据

为例，运用上述方法，对该矿内钨的分布特征进行

研究．

大吉山钨矿主要由两类矿床构成：外接触带大

脉型石英脉型钨矿床和岩体浸染型钨铍钽铌矿床．

据前人研究，矿床的成矿作用具有多期多阶段性．滕

建德（１９９０）对其进行研究，提出了３个成矿期８个

成矿阶段的认识，详细情况见表３．

以成矿元素钨、钽和铌为例，经过ＭＭＬＥＭ方

法计算得到表４、５、６和图１、２、３．需要说明的是，由

于混合对数正态分布的直方图很难清晰地显示各个

分支，图１、２、３是对原始数据取自然对数变换后的

图１　钨的混合分布筛分（对数变换后）

Ｆｉｇ．１ Ｔｕｎｇｓｔｅｎｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｄａｔａｐａｒｔｉｔｉｏｎｅｄｉｎｔｏｔｗｏ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

图２　钽的混合分布筛分（对数变换后）

Ｆｉｇ．２ Ｔａｎｔａｌｕｍｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｄａｔａｐａｒｔｉｔｉｏｎｅｄｉｎｔｏｔｗｏ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

图３　铌的混合分布筛分（对数变换后）

Ｆｉｇ．３ Ｎｉｏｂｉｕｍｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｄａｔａｐａｒｔｉｔｉｏｎｅｄｉｎｔｏｔｗｏｃｏｍ

ｐｏｎｅｎｔｓ

混合分布筛分图．由表４和图１可知，石英脉中钨含

量服从由２个子分布组成的混合对数正态分布．结

７５３
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表３　大吉山矿床成矿期与成矿阶段

Ｔａｂｌｅ３ ＭｅｔａｌｌｏｇｅｎｅｔｉｃｅｐｏｃｈｅｓａｎｄｍｅｔａｌｌｏｇｅｎｅｔｉｃｓｔａｇｅｓｏｆＤａｊｉｓｈａｎｄｅｐｏｓｉｔ

成矿期 成矿阶段 矿物共生组合 蚀变特征 温度（℃）

Ｉ１含ＴＲ矿化花岗

闪长岩

斜长石、微斜长石、条纹长、黑云母、石英、榍石、磁
铁矿、独居石、锆石、褐帘石

弱钾长石化 成岩：６４０

岩浆期
Ｉ２含ＮｂＴａＴＲ矿化

二云母二长花岗岩

斜长石、微斜长石、条纹长、石英黑云母、白云母、
独居石、磷钇矿

钾长石化

弱钠长石化

成岩：５５０；
成矿：３３４

Ｉ３含ＮｂＴａＢｅＷ白

云母花岗岩

斜长石、微斜长石、白云母、石英、钠长石、石榴子
石、绿柱石、硅铍石、铌钽铁矿、细晶石、黑钨矿、白
钨矿

钠长石化

白云母化

云英岩化

成岩：５２６；
成矿：３０９

伟晶期
Ｉ４含Ｂｅ（Ｒｂ）Ｗ矿

化似伟晶岩
白云母、微斜长石、绿柱石、石英、黑钨矿

无
成岩：５０３～４５５；
成矿：２８０～２５５

岩浆期

后热液

成矿期

Ｉ５含 ＷＢｅ（Ｒｂ）长

石石英脉
白云母、微斜长石、绿柱石、石英、黑钨矿 白云母化

硅化
成矿：２９０

Ｉ６含ＷＢｅＭｏ石英脉 白云母、电气石、石英、微斜长石、绿柱石、含铍石
榴子石、黑钨矿、辉钼矿

白云母化

电气石化

萤石化

成矿：２８７

Ｉ７含 ＷＭｏＢｉ石英

硫化物脉

白云母、石英、黑钨矿、白钨矿、雌黄铁矿、黄铁矿、
毒砂、闪锌矿、方铅矿

白云母化

硅化

萤石化

绢云母化

成矿：２６０

Ｉ８含Ｗ碳酸盐脉 白云母、碳酸盐、萤石、黑钨矿、白钨矿、黄铁矿 白云母化

碳酸盐化

绿泥石化

成矿：１３０

表４　钨的分布参数

Ｔａｂｌｅ４ Ｅｓｔｉｍａｔｅｄｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｕｎｇｓｔｅｎ

分支 权重 均值（１０－６） 方差

１ ０．２１ ２６．１ １２．６

２ ０．７９ ２９７．７ ４０３

表５　钽的分布参数

Ｔａｂｌｅ５ Ｅｓｔｉｍａｔｅｄｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔａｎｔａｌｕｍ

分支 权重 均值（１０－６） 方差

１ ０．２５ ０．０１ ０．０１

２ ０．７５ １．６０ ２８．０

表６　铌的分布参数

Ｔａｂｌｅ６ Ｅｓｔｉｍａｔｅｄｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｎｉｏｂｉｕｍ

分支 权重 均值（１０－６） 方差

１ ０．９５ １．４３ ３．１３

２ ０．０５ １３．３８ ４．２９

合实际勘查和矿物共生组合分析①，可以得出结论：

①张德会等，２００９．江西省全南县大吉山钨矿矿产预测项目报告．

矿体中钨含量的混合分布代表了两种不同地质成

因．其中分支２，平均品位为２９７．７×１０－６，占７９％，

它代表了浓度克拉克值较高的岩浆期后热液成矿

期．由于采集的３５５个坑道样品中以石英脉型为主，

所以该分支实际上反映了第６个和第７个成矿阶

段．分支１，平均品位为２６．１×１０－６，占２１％，其中

的高值部分可能代表其他成矿期如岩浆晚期浸染型

的弱钨矿化，即第３个成矿阶段．

再分析石英脉中钽和铌的分布规律，见表５、６

和图２、３．这两种元素虽未构成成矿的主要元素，但

是它们的分布总体也都是服从由２个子分布组成的

混合对数正态分布．经分析，这也是不同阶段的成矿

作用在空间上的叠加造成的．由于岩浆期形成了白

云母花岗岩中的岩浆自变质矿物，其中赋存有浸染

型的ＮｂＴａ矿化，所以其中高值总体代表了大吉山

另一重要的矿化类型———岩浆期ＮｂＴａ矿化，即第

２个和第３个成矿阶段；而低值总体代表了其他成

矿期的弱矿化．

由上可见，矿体品位的混合分布及其筛分常常

具有明确的地质意义，可为矿床成因提供重要佐证

（赵鹏大，１９９０）．

４　结论

（１）模拟研究表明，与概率图法相比，ＭＭＬＥＭ

方法在估计混合分布参数时具有更高的精度．另外，

有ＭＡＴＬＡＢ程序包可实现该方法，使用快捷方便，

所以该方法可以广泛推广．

８５３
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（２）使用该方法分析江西大吉山钨矿石英脉的

原生晕数据，结合前人的地质研究成果，可以初步得

到结论：钨、钽和铌的含量都服从由２个子分布组成

的混合对数正态分布，它们分别代表了两种不同的

地质成因．其中，钨的高值总体，代表岩浆期后热液

成矿期的热液充填型矿化，对应于第６个和第７个

成矿阶段，即含 ＷＢｅＭｏ石英脉矿化阶段和含 Ｗ

ＭｏＢｉ石英硫化物脉矿化阶段；低值总体的高值部

分可能代表其他成矿期如岩浆晚期浸染型的弱钨矿

化，对应于第３个阶段的ＮｂＴａＢｅＷ矿化；钽和铌

的高值总体代表岩浆晚期浸染型矿化，主要对应于

第２个和第３个成矿阶段，低值总体代表了其他成

矿期的矿化．由此可见，该方法为化探数据中混合分

布的筛分以及解释多地质成因总体提供了一种良好

的定量化工具．
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