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承压含水层中非完整井附近“非达西-达西”
两区渗流模型近似解析解

文 章1,刘 凯1,2,陈晓恋1

1.中国地质大学环境学院,湖北武汉 430074

2.中国交通建设股份有限公司第二公路勘察设计研究院有限公司,湖北武汉 430056

摘要:抽水井附近由于流速过快往往发生非达西流,而远离抽水井随着流速下降又变为达西流.为了描述这些特征,建立了承

压含水层中非完整井附近“非达西-达西”两区渗流模型,即距离抽水井较近的区域由于流速较快假设发生非达西渗流,并利

用Izbash公式刻画,而距离抽水井较远由于流速较慢假设仍然满足达西定律,含水层中垂向流速较小也利用达西定律描述.通
过线性化近似方法结合Laplace变换和有限Fourier余弦变换对模型进行了求解,分析探讨了该两区模型下水位降深曲线特

征.结果表明:抽水初期,非达西渗流区域水位降深与全非达西渗流模型结果吻合,而抽水后期两区模型非达西渗流区域的水

位降深与全达西模型水位降深基本一致,但大于全非达西渗流模型的水位降深;抽水初期,两区模型中达西渗流区域的水位

降深比全达西渗流模型结果大,但比全非达西渗流模型结果小;对不同时间的水位降深随井距变化曲线分析发现非达西渗流

区域水位降深随Izbash公式中的幂指数n增大而减小,而在达西渗流区域水位降深基本不受n 值的影响.研究成果对非完整

井抽水试验参数反演具有重要理论意义.
关键词:非达西流;两区模型;非完整井;线性化;地下水.
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Abstract:Non-Darcianflowislikelytooccurintheregionnearapumpingwellbecauseofhighvelocities,whileflowbecomes
Darcianagainintheregionfarawayfromthepumpingwellasthevelocitydecreases.Todescribethesecharacteristics,atwo-
regionnon-Darcianflowmodeltowardapartiallypenetratingwellisdevelopedinthisstudy.Theflowintheregionnearthe

pumpingwellisassumedtobenon-DarcianwhichcanbedescribedbytheIzbashequation.Theflowintheregionfarawayfrom
thepumpingwellwasassumedtobeDarcianaswellastheverticalflowduetothelowvelocities.Alinearizationprocedureas-
sociatedwiththeLaplacetransformandfinitecosinetransformisusedtoworkoutsuchtwo-regionnon-Darcianflowmodel.
Thecharacteristicsofthedrawdownsundersuchflowconditionsareexamined.Itisconcludedthat:(1)thedrawdowninthe
non-Darcianflowregionisthesameasthatofthefullynon-Darcianflowmodelatearlytimes,anditisthesameatthatofthe
fullyDarcianflowmodelandlargerthanthatofthefullynon-Darcianflowmodelatlatetimes.(2)thedrawdownintheDarcian
flowregionislargerthanthatofthefullyDarcianflowmodelandsmallerthanthatofthefullnon-Darcianflowmodelatearly
times;(3)thedrawdown-distancebehaviorindicatesthatthedrawdowninthenon-Darcianflowregionincreasesasthepower
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indexnintheIzbashequationincreases,whilethevalueofnhasalittleeffectonthedrawdownintheDarcianflowregion.The
resultsofthisstudywillbeofgreattheoreticalsignificancefortheaquiferparametersestimationwiththepumpingtestdatain
apartiallypenetratingwell.
Keywords:non-Darcianflow;two-regionmodel;partiallypenetratingwell;linearization;groundwater.

0 引言

非完整井抽水期间,抽水井附近含水层渗流速

度随着井距增大而减小,为了更好地描述这一渐变

特征,需要对含水层分区域分析.Sen(1988)建立了

完整井抽水模型,根据与抽水井距离大小,将含水层

分为两个区域建立达西渗流模型,两区域中含水层

参数值不同.当抽水量较大时,非完整抽水井附近含

水层渗流速度较快,雷诺系数较大,容易出现紊流现

象,渗流不满足达西定律(万军伟等,2013),随着井

距增大,地下水渗流速度逐渐减小,含水层渗流由紊

流逐渐转化为层流,由非达西流逐渐转变为达西流

(常安定等,2000;Wu,2001).因此,只建立单一的达

西或者非达西渗流模型很难较好地刻画抽水井附近

渗流渐变情况,需要联合达西渗流模型和非达西渗

流模型综合分析抽水井附近渗流规律.根据抽水井

附近 含 水 层 这 一 渗 流 特 征,王 鹏 举(1996)运 用

Forchheimer非达西渗流公式描述了距离抽水井较

近的非达西渗流区域,用达西公式描述了距离抽水

井较远的达西渗流区域,非达西渗流区域和达西渗

流区域分界面由临界雷诺系数确定,采用 Boltz-
mann变换得到两区模型中含水层水位降深表达式.
然而,Mathiasetal.(2008)和 Wenetal.(2008a)发
现Boltzmann变换在求解该类型问题中存在一定的

问题,为此,Wenetal.(2008b)在Izbash非达西公

式的基础上,同样分区域研究了完整井附近渗流情

况,采用线性化方法近似非达西模型中非线性项,利
用解析方法得到含水层水位降深近似结果,之后

Wenetal.(2009)通过数值方法对线性化方法进行

验证,发现线性化方法在抽水后期与数值方法吻合

且抽水前期与数值方法结果之间的差别在误差范围

之内.王全荣等(2012)通过数值方法分析了第一类

越流系统中大口径完整井附近“非达西-达西”渗流

区域位置界面变化规律,通过该方法能计算出特定

含水层参数下两区模型的分界面位置.以上关于抽

水井附近“非达西-达西”两区模型的研究均停留在

完整抽水井阶段,而非完整井附近相关研究尚未见

到报道.
本文旨在建立非完整井附近“非达西-达西”两区

渗流模型,将含水层分为“非达西”、“达西”两个区域进

行考虑,研究两区域中含水层水位降深变化规律.

1 模型的建立与求解

图1 非完整抽水井附近两区模型渗流物理模型

Fig.1 Theschematicoftwo-regionmodelnearapartially
penetratingwell

如图1所示,将承压含水层分为非达西渗流区

域和达西渗流区域.非达西渗流区域的范围可以根

据临界雷诺数确定,基于以下假设条件建立抽水物

理模型:(1)各区域含水层为均质径向同性的承压含

层,水平方向无限延伸;(2)抽水井为非完整井,抽水

井半径无限小,井储效应可以忽略不计,抽水量为定

值Q(m3/h);(3)抽水前,承压含水层水头面是水平

的;(4)在抽水期间,假设径向流速在垂向上不发生

变化.
基于以上假设条件,建立以下数学模型:

∂qr

∂r +
qr

r +
∂qz

∂z =Ss
∂s(r,z,t)
∂t

, (1)

s(r,z,0)=0, (2)

sD(¥,z,t)=0, (3)

∂s(r,0,t)
∂z =0, (4)
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∂s(r,B,t)
∂z =0, (5)

sN(Rc,z,t)=sD(Rc,z,t), (6)

qr,N(Rc,z,t)=qr,D(Rc,z,t), (7)

lim
r→0

rqr,N= -
Q

2πl-d( )
Uz-d( ) - z-l( )[ ] ,

0≤z≤B , (8)
式(1)~(8)中:qr 为含水层径向渗透流速(m/h);qz

为含水层垂直方向渗透流速(m/h);r为距离抽水井

的径向距离(m);z为垂向坐标(m);s为承压含水层

水位降深(m);Ss 为含水层单位储水系数(m-1).Q
为抽水流量(m3/h);B 为含水层的厚度(m);Rc为非

达西流区域与达西流区域的临界半径(m),可根据临

界雷诺数确定(文章等,2011);l为滤水管顶端到含水

层底板的距离(m);d 为滤水管底端到含水层底板的

距离(m).qr,N 为非达西区域径向流速(m/h);qr,D 为

达西区域径向流速(m/h);sN为非达西区域承压含水

层水位降深(m),sD 为达西区域承压含水层水位降深

(m);U(·)为阶跃函数,U(z-d)表示当z小于d 时

为0,当z大于d 时为1.
非达西渗流区域径向流速较大,由Izbash非达

西公式表示如下:

qr,N|qr,N|n-1=Kr
∂sN(r,z,t)

∂r
, (9)

其中:n、Kr为经验参数,对于高速非达西流,n 取值

在1~2之间.当n=1时,上式变成达西公式,Kr可

以当作为水平方向的渗透系数(m/h).式(9)中qr,N

与规定正方向相反,因此为负值,故式(9)可以变为:

qr,N|qr,N|n-1= -(-qr,N)n = Kr
∂sN(r,z,t)
∂r .

(10)
垂向上假设渗流仍满足达西定律,由达西公式

表示为:

qz,N=Kz
∂sN(r,z,t)

∂z
, (11)

其中,Kz为垂向渗透系数(m/h).
将式(10)、(11)代入式(1)中,得到非达西区域

渗流连续性方程为:

Kr

n(-qr,N)n-1
∂2sN(r,z,t)

∂r2 +
Kr

r(-qr,N)n-1 ·

∂sN(r,z,t)
∂r +Kz

∂2sN(r,z,t)
∂z2 =Ss

∂sN(r,z,t)
∂r

,

(12)
式(12)中含有非线性项,无法直接求出方程的解,需
要运用线性化方法进行近似处理,线性化方法表示

如下:

(-qr,N)n-1 ≈ ( Q
2πrB )

n-1

. (13)

该线性化方法被证实在抽水初期会低估含水层

中的水位降深,但在抽水后期精度较高(Wenetal.,

2009).将式(13)代入到式(12)中,对以上连续性方

程进行线性化处理得:
∂2sN(r,z,t)

∂r2 +
n
r
∂sN(r,z,t)

∂r +
Kzn
Kr

Q
2πrB( )

n-1

∂2sN(r,z,t)
∂z2 ≈

Ssn
Kr

Q
2πrB( )

n-1∂sN(r,z,t)
∂r . (14)

对式(14)应用Laplace变换后得:
∂2s-N(r,z,p)

∂r2 +
n
r
∂s-N(r,z,p)

∂r +
Kzn
Kr

Q
2πrB( )

n-1

·

∂2s-N(r,z,p)
∂z2 ≈

Ssn
Kr

Q
2πrB( )

n-1

ps
-
N(r,z,p). (15)

式(15)通过有限余弦Fourier变换后得到以下常微

分方程:

d2̂s-N(r,N,p)
dr2 +

n
r

d̂s-N(r,N,p)
dr =

B2Ssnp+KznN2π2

KrB2 · ( Q
2πrB )

n-1

ŝ-N(r,N,p),

(N =0,1,2,…). (16)
通过简化处理,式(16)可以表示为:

d2̂s-N(r,N,p)
dr2 +

n
r
d̂s-N(r,N,p)

dr =δr1-n̂s-N(r,

N,p), (17)

其中δ=
B2Ssnp+KznN2π2

KrB2 ( Q
2πB )

n-1

.

式(17)为贝塞尔方程形式的常微分方程,得到该方

程的通解为:

ŝ-N(r,N,p)=

r
1-n
2 C1I1-n

3-n

2
3-nr

3-n
2 δæ

è
ç

ö

ø
÷+C2K1-n

3-n

2
3-nr

3-n
2 δæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ,

(18)
其中:C1、C2 为积分常数,可以通过边界条件获取,

I1-n
3-n
(·)和K1-n

3-n
(·)分别为第一类和第二类修正贝

塞尔函数.
对于达西渗流区域,假定均符合达西规律,运用

达西公式分别刻画两个方向上的渗流规律为:

qr,D=KD
∂sD(r,z,t)

∂r
, (19)

qz,D=Kz
∂sD(r,z,t)

∂r
, (20)

其中:KD为达西区域径向渗透系数(m/h),Kz为达

西区域垂向渗透系数(m/h).
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将式(19)和式(20)代入到式(1)中可以得到达

西渗流区域连续性方程,同样由Laplace变换和有

限余弦Fourier变换将其转化为贝塞尔方程形式的

常微分方程,达西区域在拉氏空间下的通解为:

ŝ-D(r,N,p)=C3I0(r δ″)+C4K0(r δ″),
(21)

其中δ″ =
B2Ssp+KzN2π2

KDB2
,C3、C4 为积分常数.

对边界条件式(3)进行Laplace变换和有限余

弦Fourier变换得:̂s-D(¥,z,t)=0. (22)
联立式(21)和式(22),根据第一类修正贝塞尔

函数的性质可得C3=0.因此,达西渗流区域模型结

果可以简化为:̂s-D(r,N,p)=C4K0(r δ″).(23)
为得到非达西模型和达西模型含水层水位降深

最终结果,需要进一步求出积分常量C1、C2和C4.
分别对式(18)和式(23)求导得到:

d̂s-N(r,N,p)
dr =C1r1-n δI 2

n-3 ( 2
3-nr

3-n
2 δ ) -

C2r1-n δK 2
n-3 ( 2
3-nr

3-n
2 δ ) , (24)

d̂s-D(r,N,p)
dr =-C4K1(r δ″) δ″ . (25)

当r趋近于0时,式(24)可简化为:

lim
r→0

d̂s-N(r,N,p)
dr =C1

δ

rnΓ(1-n
3-n)

( δ
3-n)

2
n-3

-

1
2C2r-n δΓ( 2

3-n) ( δ
3-n)

2
n-3

. (26)

在求解式(24)、(25)和(26)过程中运用到贝塞

尔函数以下性质:x
dIn(x)
dx +nIn(x)=xIn-1(x),

x
dKn(x)
dx +nKn(x)=-xKn-1(x),Kn(x)=

K-n(x),以及当n>0,x 趋 于0时,Kn(x)≈
1
2Γ
(x)(x2

)
-n

和x趋于0时,In(x)≈
1

Γ(1+n)
·(x
2
)
n

.

对式(6)、(7)和(8)进行Laplace变换和有限余

弦Fourier变换得:
ŝ-N(Rc,N,p)=ŝ-D(Rc,N,p), (27)

ŝ-N(Rc,N,p)=ŝ-D(Rc,N,p), (28)

lim
r→0

d̂s-(r,N,p)
dr = -

Q
2πr(l-d)[ ]

n B
Krp

·

sin(NπlB ) -sin(NπdB )
Nπ . (29)

联立式(13)、(18)、(23)、(24)、(25)和(26),式
(27)、(28)和(29)可以分别表示为:

R
1-n
2c C1I1-n3-n

2
3-nR

3-n
2c δ( ) +C2K1-n

3-n

2
3-nR

3-n
2c δ( )[ ] =

C4K0(Rc δ″), (30)

C1Kr
Q

2πRcB( )
1-n

R1-n
c δI 2

n-3

2
3-nR

3-n
2c δ( ) -

C2Kr
Q

2πRcB( )
1-n

R1-n
c δK 2

n-3

2
3-nR

3-n
2c δ( ) +

C4KDK1(Rc δ″) δ″ =0,

(31)

C1
δ

Γ1-n
3-n( )

δ
3-n

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
n-3

-
1
2C2δΓ

2
3-n( ) ( δ

3-n)
2

n-3

=

-
Q

2π(l-d)[ ]
n B
Krp

sin Nπl
B( ) -sin Nπd

B( )
Nπ . (32)

联立式(30)、(31)和(32)得出积分常量C1、C2

和C4.将其代入到式(18)和式(23)中得出非达西区

域和达西区域含水层水位降深在拉氏空间的解析表

达式.

2 结果分析与讨论

以上得到的含水层水位降深结果中包含La-
place变量p 和Fourier变量 N,需要通过Laplace
逆变换和Fourier逆变换将其转化为实域空间形

式,目前有几种Laplace数值逆变换方法适用于该

问题的求解(Stehfest,1970a,1970b;Crump,1976;

deHoogetal.,1982),本文采用最为常见的Steh-
fest方法(Stehfest,1970a,1970b),以上求解运算较

为复杂,最终解析表达式也比较复杂,为此,笔者编

制了相关 Matlab计算程序辅助求解,分析了不同抽

水条件下两区模型含水层水位降深曲线特征.
2.1 模型简化分析

为验证本次两区模型求解结果的正确性,将两

区模型中非达西区域非达西因子n 取为1,则本文

所描述的两区模型将变为全达西模型,得到全达西

模型中水位降深曲线,将其与 Hantush(1964)结果

比较,得到结果如图2所示.从图2可以看出两区模

型简化为全达西渗流模型时得到的含水层水位降深

曲线与Hantush(1964)非完整井达西渗流模型结果

一致,说明两区模型结果正确.
2.2 不同抽水模型比较分析

比较不同抽水模型下,非达西渗流区域和达西渗
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图2 简化模型与Hantush模型结果比较

Fig.2 Comparisonbetweentheresultsofthisstudyandthe
solutionofHantushmodelforDarcianflowcase

图3 不同抽水模型下非达西区域水位降深对比

Fig.3 Comparisonofthedrawdowninnon-Darcianflowregion
underfordifferentmodels

流区域含水层水位降深变化情况如图3和图4所示,
图中分别描述非达西渗流区域水位降深(本文解)、含
水层为全非达西渗流模型水位降深(Wenetal.,

2013)和含水层为全达西渗流模型水位降深(Han-
tush,1964),并分析两区模型中各区域渗流特征.

从图3可以看出在抽水初期,非达西渗流区域

水位降深与全非达西渗流模型结果重合,而抽水后

期全非达西渗流模型得到的水位降深比其他两种模

型得到的结果小.这主要是因为在抽水初期,含水层

受抽水的影响范围较小,只在非达西渗流区域有影

图4 不同抽水模型下达西区域水位降深对比

Fig.4 ComparisonofthedrawdowninDarcianflowregionunder
fordifferentmodels

响,所以图3中本文所得到的含水层水位降深结果

与全非达西渗流模型(Wenetal.,2013)结果相同,
随着抽水时间增长,非达西区域渗流受达西区域渗

流的影响,得到的水位降深偏大.这可能是因为在抽

水后期非达西流由于紊动比较剧烈,能更好地接受

非达西渗流区域以外的含水层水量的补给,所以表

现为全非达西渗流模型的水位降深最小.
从图4可以看出,抽水初期,两区模型中达西渗

流区域的水位降深比全达西渗流结果大,但比全非

达西渗流结果小.这主要是因为抽水初期非达西渗

流区域对达西渗流区域影响较大,由此可见含水层

非达西流越强,降落漏斗向外扩散得越快,加速含水

层弹性释水,得到的水位降深越大,使得图4中达西

区域得到的水位降深结果处于全非达西渗流模型与

全达西渗流模型结果之间.抽水后期水流基本达到

拟稳定状态,所以达西渗流区域水位降深结果与非

达西渗流区域水位降深结果一致(图3).
2.3 水位降深随井距变化曲线

为了更清楚反映水位降深在某一特定时间在整

个含水层中的分布情况,绘制了水位降深随井距变

化曲线,如图5和图6所示.图5为不同非达西因子

n 值(n=1.0,1.2,1.5和1.8),含水层中水位降深随

井距的变化曲线,图6为不同抽水时间t 值(t=
0.1,1.0,10.0和100.0h),含水层中水位降深随井距

的变化曲线.从图5中可以看出在非达西区域,含水

层中水位降深随n 值增大而减小,而在达西渗流区
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图5 不同n值时含水层水位降深-距离曲线

Fig.5 Drawdown-distancebehaviorfordifferentnvalues

图6 不同抽水时间下含水层水位降深-距离曲线

Fig.6 Drawdown-distancebehaviorfordifferentpumpingtimes

域含水层水位降深基本不发生变化.根据图5中曲

线形态可以将非达西区域分为两部分,前半段水位

降深随n 值变化比较明显,而在后半段水位降深基

本不随n 值改变.因为前半段曲线距离抽水井较近,
抽水时间为10h,渗流为拟稳定状态,n 值越大,越
有利于含水层得到外界补给,水位降深较小,因此非

达西渗流区域前半段水位降深随n 值增大而减小.
而达西渗流区域水位降深不随n 值而改变,后半段

曲线处于达西与非达西渗流的过渡段,水位降深受

n 值的影响小,因此在非达西渗流区域后半段水位

降深关于n 值变化不明显.图6表示水位降深随井

距变化曲线,在非达西渗流区域前半部分,水位降深

基本不变化,因为离抽水井较近时,含水层渗流容易

达到拟稳定状态,水位降深不随抽水时间改变,随着

井距增大,含水层渗流从拟稳定状态逐渐转变为非

稳定状态,抽水时间越长,水位降深越大.

3 结论

本文建立了非完整抽水井附近“非达西-达西”
两区渗流模型,即将距离抽水井较近的区域看作非

达西渗流,而距离抽水井较远的区域看作达西渗流.
采用线性化近似方法结合Laplace变换和有限Fou-
rier余弦变换对模型进行了求解,编制了相应的

Matlab程序对两区模型的水位降深规律进行了分

析,该研究成果可以为大流量抽水情况下水文地质

参数反演提供理论依据,本文主要结论如下:
(1)抽水初期,非达西渗流区域水位降深与全非

达西渗流模型结果吻合,而抽水后期两区模型非达

西渗流区域的水位降深与全达西模型水位降深基本

一致,但大于全非达西模型的水位降深.
(2)抽水初期,两区模型中达西渗流区域的水位

降深比全达西渗流模型结果大,但比全非达西渗流

模型结果小.抽水后期达西渗流区域的水位降深规

律与非达西渗流区域的水位降深规律一致.
(3)对不同时间的水位降深随井距变化曲线分

析发现在非达西区域含水层中水位降深随n 值增

大而减小,而在达西区域含水层中水位降深基本不

受n 值的影响.
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