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考虑多种不确定性与阶段相关
性的基坑开挖贝叶斯更新方法
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摘 要： 基坑开挖响应预测模型的准确性受多种不确定性的影响，贝叶斯理论可以有效融合先验信息和观测数据，为降低土

体参数不确定性和提高变形预测准确度提供了新途径 . 然而，传统的贝叶斯更新方法对不确定性的考虑有限，因此本文提出

了一种能够考虑土体参数、模型偏差、观测误差不确定性以及阶段相关性的贝叶斯更新方法 . 通过两个实际案例的验证结果

标明：所提方法能够有效降低模型参数的不确定性，提高模型对于不同土体类型基坑开挖响应预测的准确度 .
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Abstract: The accuracy of excavation response prediction models is generally influenced by various uncertainties, including those 
related to soil parameters, model uncertainties, measurement errors. Bayesian methods provide a novel way to reduce and/or 
quantify these uncertainties, and is a natural framework for improving model predictions by systematically integrating prior 
knowledge with observational data. However, existing Bayesian updating methods typically addressed the uncertainties with soil 
parameters or/and model biases, while the measurement errors are ignored. Besides, correlations between different excavation 
stages are also overlooked for mathematical convenience. These simplifications may lead to unreliable predictions in practice. In 
this study, a novel Bayesian updating method is proposed, which simultaneously incorporates uncertainties in soil parameters, 
model bias, observational errors, and stage correlations. Two case studies are used to illustrate and validate the method. The 
results demonstrate that the proposed approach significantly enhances the accuracy of semi-empirical models in predicting 
excavation responses across different soil types.
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0 引  言  

随着我国“西部大开发”和“黄河流域生态保护

与 高 质 量 发 展 ”重 大 战 略 的 不 断 推 进 ，黄 土 地 区 城

镇化建设快速发展（兰恒星等，2022），其中交通、市

政 、地 下 空 间 基 础 设 施 建 造 密 集 ，涉 及 到 大 量 深 基

坑工程（胡志平等，2019）. 在黄土基坑开挖过程中，

黄 土 土 体 应 力 释 放 会 引 起 围 护 结 构 变 形 和 地 表 沉

降，另外，黄土自身的结构性，可能会导致更为严重

的 土 体 变 形 和 结 构 损 害（Luo et al.， 2018； Kawa et 
al.， 2021）. 过大的开挖响应不仅会危害基坑自身安

全 ，还 会 造 成 邻 近 既 有 建 筑 物 开 裂 、地 下 管 线 破 裂

以 及 道 路 不 均 匀 沉 降（Hsiao et al.， 2008； Wang et 
al.， 2014），对 人 民 群 众 生 命 财 产 安 全 造 成 极 大 威

胁 . 因此，准确预测基坑开挖过程中的变形响应，是

亟 待 解 决 的 工 程 问 题（夏 天 等 ，2023）. 目 前 针 对 基

坑开挖变形预测的研究主要包括解析解法、数值分

析 方 法 和（半）经 验 公 式 法（Fan et al.， 2021）. 其 中

半 经 验 公 式 不 仅 结 合 了 实 际 工 程 案 例 和 数 值 模 拟

结 果 ，且 计 算 过 程 相 较 于 数 值 分 析 更 为 简 便 ，因 此

在工程实际中被广泛应用（Kung et al. 2007； Hsiao 
et al.， 2008）.

尽管基坑开挖响应预测的手段多种多样，但预

测结果往往受各种不确定性因素的影响较大，包括

土体参数、模型偏差系数和现场观测误差的不确定

性 . 以 KJHH 模 型 为 例 ，尽 管 该 模 型 在 软 土 地 区 表

现良好，但在黄土地区的预测结果与实际变形往往

有较大差距 . 因此 ，研究人员通常会采用贝叶斯反

分 析 法 ，利 用 观 测 数 据 更 新 模 型 中 的 不 确 定 参 数

（Li et al.， 2016； Qi and Zhou， 2017），以 提 高 预 测

结果的准确性：例如李培平等（2018）提出了一种考

虑经验模型不确定性的更新方法，将模型偏差系数

视 为 一 个 随 着 开 挖 而 不 断 更 新 的 随 机 变 量 ；Luo et 
al. （2020）在 Juang et al. （2013）的基础上，考虑了关

键土体参数和模型偏差系数的影响，提高了模型预

测 结 果 的 准 确 度 ；Li et al. （2021）则 将 多 点 观 测 数

据融入了贝叶斯更新过程，充分利用观测数据降低

预测结果的不确定性 . 然而 ，基坑工程作为一种大

型 时 序 性 工 程 ，不 仅 涉 及 到 的 不 确 定 性 众 多 ，并 且

不 同 阶 段 开 挖 响 应 之 间 具 有 一 定 相 关 性（Wu et 
al.， 2014； Lo and Leung， 2019）. 前 人 关 于 基 坑 开

挖 贝 叶 斯 反 分 析 的 研 究 主 要 集 中 在 土 体 参 数 和 模

型偏差系数不确定性的刻画上，缺少对观测误差不

确定性和阶段相关性的表征 .
因 此 ，本 文 提 出 了 一 种 贝 叶 斯 概 率 反 分 析 方

法，该方法考虑了不同开挖阶段响应之间存在的相

关 性 ，并 利 用 了 多 点 观 测 数 据 更 新 土 体 参 数 、模 型

偏差系数与观测误差，以提高半经验模型对于不同

地 区 以 及 不 同 土 体 类 型 基 坑 开 挖 响 应 预 测 的 准

确性 .

1 KJHH 模型简介  

在本研究中，选用了一种用于计算基坑开挖响

应 的 半 经 验 模 型 作 为 贝 叶 斯 更 新 方 法 中 的 正 向 模

型，即 KJHH 模型 . 该模型是基于 33 个软黏土地区

深基坑开挖案例和上百个使用 HSS 本构的有限元

模型计算结果 ，通过回归分析而建立的 . 相较于其

他预测模型 ，该模型充分考虑了开挖深度 H e、基坑

宽度 B、系统刚度 EI/γwh4
avg（EI 为地连墙抗弯刚度，

γw 为水的重度，havg 为支撑平均间距）以及土体参数

（su/σ'v 与 Ei/σ'v，其中 su 为不排水抗剪强度，Ei 为初始

杨氏模量，σ'v 为竖向有效应力）对开挖响应的影响，

并 建 立 了 地 连 墙 水 平 最 大 变 形 和 地 表 最 大 竖 向 沉

降之间的关系，因此该模型在软土地区基坑工程的

变形预测中表现较好（Kung et al. 2007）.
根据 KJHH 模型，首先计算地连墙最大水平变

形 δhm，计算公式如下：

δhm = a0 + a1 X 1 + a2 X 2 + a3 X 3 + a4 X 4 + a5 X 5 +
a6 X 1 X 2 + a7 X 1 X 3 + a8 X 1 X 5, (1)

Xi = b1 xi
2 + b2 xi + b3,i = 1,2,3,4,5, (2)

式中：Xi 为转换后的变量，xi 为对应的输入变量 . 例
如 ，［x1，x2，x3，x4，x5］=［He，ln（EI/γwh4

avg）， B/2， su/
σ'v， Ei/σ’v］. 式中常系数 ai 由最小二乘法得到，其中

a0=-13.419 73，a1=-0.493 51，a2=-0.098 72，a3

=0.060 25，a4=0.237 66，a5=-0.154 06，a6=0.000 
93，a7=0.002 85，a8=0.001 98. 转 换 函 数 中 的 系 数

b1，b2，b3 由误差最小原则确定，取值如表 1 所示 .
其 次 ，计 算 变 形 比 R，即 地 表 最 大 竖 向 沉 降 δvm

表 1　X转换函数多项式系数

Table 1　The coefficients in transformation function

变量

He

ln(EI/γwh4
avg)

B/2
su/σ'v
Ei/σ'v

适用范围

0~30
≥0

0≤B≤100
0.2~0.4

200~1 200

b1

−0.4
11.5

−0.04
3 225

0.000 41

b2

24
−295

4
−2 882

−1

b3

−50
2 000

90
730
500
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与地连墙最大水平变形 δhm 之比，计算公式如下：

R = c0 + c1Y 1 + c2Y 2 + c3Y 3 + c4Y 1Y 2 + c5Y 1Y 3 +
c6Y 2Y 3 + c7Y 3

3 + c8Y 1Y 2Y 3, (3)
式中：Y1=∑Hi/Hwall，其中∑Hi 为墙体深度范围内所

有 黏 土 土 层 厚 度 总 和 ，Hwall 为 地 连 墙 高 度 ；Y2=su/
σ'v；Y3=Ei/1 000σ'v. 式 中 系 数 ci 通 过 最 小 二 乘 法 得

到 ，其 中 c0=4.556 22，c1=-3.401 51，c2=-7.376 
97，c3=-4.994 07，c4=7.141 06，c5=4.600 55，c6=
8.748 63，c7=0.380 92，c8=-10.589 58.

最后，计算地表最大竖向沉降 δvm，计算公式为：

δvm = R ⋅ δhm. (4)

2 基坑开挖贝叶斯更新方法  

由于 KJHH 模型是一种适用于特定软土地区的

半经验模型，当将其用于其他软土或者非软土地区

的基坑变形预测时，其预测值不可避免地会与观测

数据存在较大差距 . 这种差距主要是由场地土体参

数 的 不 确 定 性 、模 型 自 身 偏 差 ，以 及 现 场 监 测 仪 器

和人工操作所引入的观测误差共同导致 . 因此 ，当

KJHH 模型应用于新的工程场地时，需要对其模型

的重要参数进行重新标定 .
令 δ（θ，r）代表 KJHH 模型预测值，其中 θ=［su/

σ’v， Ei/σ’v］为 模 型 中 的 不 确 定 土 体 参 数 ，r 则 为 模

型的确定性参数 . 由于确定性模型参数不会发生变

化，故下文将未修正的模型预测值以 δ（θ）表示 . 此
外，令 α 表示模型偏差系数、令 ε 表示模型预测值和

现场观测值 y 之间的残差，这里主要体现为观测误

差 . 基于上述讨论 ，现场观测值和模型预测值的关

系可以表示为：

y = α ⋅ δ (θ)+ ε = g (Θ)+ ε. (5)
确切讲，y 为基坑最大变形观测数据，此外根据前人

的 统 计 结 果 可 知（Juang et al.， 2013；Wu et al.， 
2014），观测误差 ε 服从均值为 μɛ=0 而方差 (σε) 2

未

知的正态分布 . 其中 σε 表示观测误差的标准差 . 为
便于公式推导，这里令 Θ 表示与模型预测直接相关

的所有参数，即 α 和 θ，g（Θ）则代表被模型偏差系数

修正后的模型预测值 .
2.1　贝叶斯理论框架　

鉴于模型标定中的诸多不确定性，本文采用贝

叶斯方法对上述参数进行更新，包括模型偏差系数

α、土 体 参 数 θ 与 观 测 误 差 标 准 差 σε. 根 据 贝 叶 斯 理

论 ，所 有 未 知 参 数 均 被 视 作 随 机 变 量 ，而 贝 叶 斯 方

法通过将工程先验信息与观测数据有效结合起来，

共同用于参数的反演与更新 . 贝叶斯理论中 ，参数

更 新 的 最 后 结 果 体 现 在 参 数 的 后 验 概 率 分 布

P ( Θ，σε |y ) 上 . 根 据 贝 叶 斯 定 理（Ang and Tang， 
2007），P ( Θ，σε |y )表示为：

P ( Θ,σε| y )= ηP ( Θ,σε ) P ( y |Θ,σε ) (6)
其中：P ( Θ，σε |y ) 体现了结合工程经验与观测数据后

的最新估计；P ( Θ，σε ) 表示 Θ 与 σε 的先验分布，主要

反映了工程经验；P ( y |Θ，σε ) 则为似然函数，主要体

现了在给定参数 Θ 与 σε 条件下，观测数据与现有模

型——KJHH 模型的吻合程度；η 为归一化常数，保

证了后验分布 P ( Θ，σε |y ) 能够满足概率密度函数的

定义 .
需要指出的是，基坑开挖作为一种大型时序性

工程 ，其施工一般分为多个阶段 . 本研究利用基坑

开挖多个连续阶段中，地下连续墙最大水平变形数

据 yh 与 周 围 地 表 最 大 竖 向 沉 降 数 据 yv 共 同 更 新 所

有相关参数，即 y=｛yh，yv｝. 由式（6）可知，先验分布

P ( Θ，σε ) 与似然函数 P ( y |Θ，σε ) 是进行贝叶斯参数

估 计 的 两 个 重 要 组 成 部 分 ，以 下 将 分 别 进 行 详 细

讨论 .
2.2　先验概率分布的建立　

为方便公式推导，不妨假定所有未知参数（α、θ
和 σε）之 间 相 互 独 立 . 根 据 概 率 论 的 链 式 法 则 ，

P ( Θ，σε )可以表示为：

P ( Θ,σε )= P ( θ ) P ( α ) P ( σε ), (7)
P（α）、P（θ）、P（σε）分别表示 α、θ 和 σε 的先验概率分

布 . 根据前人研究经验 ，土体参数通常可以看作服

从正态分布的随机变量，因此，先验分布 P（θ）可以

表示为：

P ( θ )=∏
i= 1

nθ

P ( θi )=∏
i= 1

nθ 1
2π σθi

exp
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú- ( θi - μθi

)2

2σ 2
θi

,(8)

其 中 ：θi 表 示 第 i 个 土 体 参 数 ；nθ 是 本 文 章 涉 及 土 体

参 数 的 总 个 数 ；μθi
和 σθi

分 别 表 示 θi 的 均 值 与 标 准

差 ，通 常 可 以 由 文 献 或 科 研 报 告 获 得 . 例 如 ，基 于

Kung et al.（2007）的 统 计 结 果 ，可 以 得 出 台 北 地 区

黏土归一化不排水抗剪强度（su/σ'v）的均值为 0.25，

标准差为 0.16.
类似地，文献中模型偏差系数 α 通常采用正态

分 布 对 其 进 行 建 模（Li et al.， 2016， 2021； Miao et 
al.， 2023），考虑到建模计算中的鲁棒性，这里采用

了 截 断 正 态 分 布 . 此 外 ，考 虑 到 KJHH 模 型 用 到 了

不同模型来分别计算地下连续墙最大水平变形、地
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表最大竖向沉降，故其相应的模型偏差系数分别以

αh 与 αv 表示，先验概率分布 P（α）表示为：

P ( α )= P ( αh ) ⋅ P ( αv ), (9)
其中：P（αv）和 P（αh）表示为：

P ( αi )=
exp

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú- ( αi - μαi

)2

2σ 2
αi

σαi∫
a - μαi

σαi

b - μαi

σαi e- t 2 /2 dt

I[ ]a,b (αi), (10)

其中：a、b 代表截断正态分布的上限和下限，分别取

0 和 2. I[ ]a，b (αi) 为 指 示 函 数（当 a ≤ αi ≤ b 时 等 于 1，

否则等于 0）. 此外，αi 表示 αh 或 αv；μαi
和 σαi

分别表示

αi 的均值与标准差，具体数值亦可参考相关文献，例

如 Juang et al.（2013）指 出 αh 或 αv 的 均 值 为 1，标 准

差为 0.25 或 0.35.
在本文的贝叶斯更新过程中，用到了地下连续

墙 最 大 水 平 变 形 数 据 yh 与 周 围 地 表 最 大 竖 向 沉 降

数据 yv 两种测量数据，且每一种数据都涉及一定的

观测误差，分别令 εh 与 εv 表示 . εh 与 εv 均当作均值为

零，标准差未知的正态变量，标准差分别用 σε，h 与 σε，v

表示 . 由标准差的定义可知，σε，h 与 σε，v 恒大于零，故

可当作服从对数正态分布的随机变量，先验分布 P

（σε）可以表示为：

P ( σε )= P ( σε, h ) ⋅ P ( σε, v ), (11)
其中：σε=｛σε，h，σε，v｝. P ( σε，h )和 P ( σε，v )表示为：

P ( σε,i )= 1
σε,i ξ i 2π

exp
é

ë

ê
êê
ê - ( ln σε,i - ςi )2

2ξ 2
i

ù

û

ú
úú
ú, (12)

其中 ：σε，i 表示 σε，h 与 σε，v，角标 i 表示 h 或 v. ςi 和 ξi 分

别 表 示 ln (σε，i) 的 均 值 与 标 准 差 ，且 可 以 由 σε，i 的 均

值 与 标 准 差 计 算 而 来（Ang and Tang， 2007）. 观 测

误差的统计特征可以参考相关文献进行取值，例如

Qi et al.（2017）针对监测仪器的统计结果表明，当开

挖 深 度 为 7 m 时 ，监 测 仪 器 的 观 测 误 差 标 准 差 为

1.35 mm. 需要说明的是，除了可以采取对数正态分

布表示 σε，i 的非负性，还可用其他分布表示，如伽马

分布 . 不同表达形式的先验分布对最终结果影响较

小，但由于篇幅所限，并未在这一一展示 .
结合公式（7）~（12），即可得出本文中所有涉及

参数的先验分布 . 此外 ，上述讨论中虽然采取了截

断正态分布、对数正态分布来表示相关参数的先验

分布，但读者或工程师可根据工程经验以及具体场

地特征选取其他合理的分布形式 .

2.3　似然函数的建立　

似 然 函 数 的 构 建 是 进 行 贝 叶 斯 参 数 标 定 的 核

心环节，主要体现了在给定参数 Θ 与 σε 的条件下，观

测 数 据 与 现 有 KJHH 模 型 的 匹 配 程 度 . 如 前 文 所

述 ，本 研 究 主 要 用 到 基 坑 开 挖 中 ，地 下 连 续 墙 最 大

水平变形数据 yh 与周围地表最大竖向沉降数据 yv，

因此，需要计算在给定 Θ 与 σε 的条件下，同时得到 y
=｛yv，yh｝的可能性 . 为简化公式推导，不妨将这两

种 数 据 当 作 弱 相 关 或 相 互 独 立 ，则 似 然 函 数

P ( y |Θ，σε )可以表示为：

P ( y |Θ,σε )= L h ⋅ L v, (13)
其中：Lh 和 Lv 分别表示给定参数下，得到观测数据 yh

与 yv 的可能性 .
由 Kung et al.（2007）的 统 计 结 果 可 知 ，观 测 误

差 εh（或 εv）通常服从正态分布 ，则根据式（5）可得 ，

y - g (Θ) 服 从 均 值 为 0、标 准 差 为 σε，h（或 σε，v）的 正

态分布 . 另外 ，考虑到基坑具有连续开挖和变形的

特性，因此其不同阶段的开挖响应之间会存在一定

的 阶 段 相 关 性 ，基 于 此 ，不 妨 选 用 多 维 正 态 分 布 表

示多阶段观测数据下参数的似然函数，因此似然函

数 Lh 和 Lv 分别表示如下：

Lh = 1

( )2π
k ||C

exp ( - 1
2σ 2

ε,h

Ph
TC-1 Ph), (14a)

Lv = 1

( )2π
k ||C

exp ( - 1
2σ 2

ε,v

Pv
TC-1 Pv),(14b)

其 中 ：P h=［ph，1，ph，2，ph，3，… ，ph，k］
T、P v=［pv，1，pv，2，

图 1　案例一工程概况与土体剖面示意图

Fig.1　Project overview and soil profile in Example 1
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pv，3，… ，pv，k］
T；其 中 ph，j 表 示 第 j 个 阶 段 地 下 连 续 墙

最 大 水 平 变 形 数 据 yh，j 与 模 型 计 算 值 gh，j(Θ) 的 差

值，即［yh，j - gh，j(Θ)］；类似地，pv，j 表示第 j 个开挖阶

段地表沉降最大变形数据 yv，j 与模型计算值 gv，j(Θ)
的 差 值 ，即［yv，j - gv，j(Θ)］（j=1，2，… ，k）. 此 外 ，式

（14a）和（14b）中的相关系数矩阵 C体现了基坑不同

阶段间开挖响应的相关性 .
根 据 Wu et al.（2014）对 22 个 基 坑 开 挖 案 例 中

不同阶段开挖响应的统计分析结果可知，不同阶段

响应之间存在正相关性，且这种正相关性随着不同

阶段间开挖面距离的增大而减小 . 这种相关性随欧

氏 距 离 变 化 而 变 化 的 现 象 与 土 体 参 数 空 间 自 相 关

性 的 表 现 较 为 相 似（蒋 水 华 等 ，2014），故 可 以 选 用

土 体 参 数 随 机 场 中 常 用 的 指 数 型 自 相 关 函 数

（SNX）来计算矩阵 C，具体表示如下：

C=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú1 ρ12 ... ρ1k

ρ21 1 ... ρ2k

... ... ... ...
ρk1 ρk2 ... 1

, (15)

其中：ρij 为第 i 阶段和第 j 阶段观测误差之间的相关

系数，可以表示为：

ρij = exp ( - 2 Δ ij

β ), (16)

其中：Δ ij 为第 i 阶段和第 j 阶段开挖面深度之差；β 为

波动范围 ，体现了相关距离的大小 . 在基坑工程中

可近似取为容易发生变形土层的厚度之和 . 需要说

明的是，虽然式（16）采用了指数分布的形式计算阶

段间的相关系数，笔者亦尝试了其他类型的相关函

数 ，如 高 斯 型 、三 角 型 等 函 数 ，但 对 结 果 影 响 较 小 ，

因此不再赘述 .
基于上述讨论可知，由公式（13）~（16）可推导

出似然函数，再结合小节 2.2 的先验分布，即可推导

出所有相关参数的后验分布［见公式（6）］. 然而，本

文中似然函数构造较为复杂，且与先验分布不存在

共轭关系，故式（6）中的参数后验分布没有解析解 . 
因此，本文采用了马尔科夫链蒙特卡洛（MCMC）模

拟 ，通 过 采 样 的 方 式 来 近 似 求 解 参 数 的 后 验 分 布

（Zhang et al.， 2009； Gong et al.， 2017），详 见 下 节

讨论 .
2.4　哈密顿蒙特卡洛（HMC）算法　

MCMC 方法的基本思想是从目标分布中迭代

抽取有效样本，通过大量的样本反向刻画参数的后

验 分 布 . 由 于 哈 密 顿 蒙 特 卡 洛（HMC）算 法 在 处 理

高维复杂分布时，具有较高的接受率和较低的样本

自 相 关 性 ，因 此 本 研 究 中 采 用 HMC 算 法 求 解 后 验

分布 . 基于 HMC 算法的 MCMC 模拟程序可参考前

人工作（Gelman et al.， 2013），在实际应用中可以通

过调用 Python 中的“Pymc”库来实现具体操作（Sal‑
vatier et al.， 2016）.

为 了 确 保 马 尔 科 夫 链 能 够 达 到 目 标 的 平 稳 分

布，需要在采样过程中设置燃烧期（Burn‑in period）. 
燃烧期是指马尔科夫链进入平稳分布之前的阶段，

且燃烧期内生成的样本受初始值的影响较大，因此

这部分样本需要舍弃 . 在 MCMC 方法中，通常采用

Gelman‑Rubin 统 计 量（Gelman and Rubin， 1992）来

检查马尔科夫链的收敛性，即通过比较潜在比例缩

减 因 子（PSRF）是 否 小 于 1.10. 当 PSRF 小 于 1.10
时，则认为马尔科夫链达到了收敛且样本趋于稳定

状态（Salvatier et al.， 2016）. 此外，为了确保样本能

够合理刻画参数的后验分布，需收集一定量的 MC‑
MC 有效样本，有效样本量可以通过观察样本统计

特征的变化趋势具体确定（Li et al.， 2021）.

表 2　案例一不同阶段确定性参数与观测数据

Table 2　Deterministic parameters and field observations at different stages in Example 1

参数

He(m)
B(m)

ln(EI/γwh4
avg)

∑Hi/Hwall

β(m)
yh(mm)
yv(mm)

开挖阶段

2
8.5

22.5
4.52
1.0
34
2.6
6.5

3
13.5
22.5
4.88
1.0
34
5.6
7.5

4
18

22.5
4.88
1.0
34
7.1
8.0
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需要说明的是，本文在基坑开挖参数贝叶斯反

演中，用到了第 j 阶段以前的所有观测数据，包括所

有阶段地下连续墙最大水平变形数据 yh 与周围地表

最大竖向沉降数据 yv. 所得的参数 Θ 的后验样本可

以作为 KJHH 模型的输入用来预测第 j 阶段的开挖

变 形 ，即 地 下 连 续 墙 最 大 水 平 变 形 、周 围 地 表 最 大

竖向沉降 . 如基坑开挖第 3 阶段的变形预测完全基

于第 1 与第 2 阶段数据下 Θ 的后验分布信息 .

3 案例一：黄土地区地铁深基坑  

3.1　工程概况　

西安市位于我国黄河流域中部的关中盆地，分

布有深厚的黄土覆盖层，本节以西安永宁门地铁深

基坑为例，验证所提贝叶斯更新方法对于黄土地区

基坑开挖响应预测的有效性 . 永宁门地铁深基坑围

护结构采用钻孔灌注桩+止水帷幕形式，在后续计

算中采用刚度等效法，将围护结构等效为矩形截面

的 地 连 墙 ，内 支 撑 采 用 水 平 钢 管 支 撑 ，安 全 等 级 为

特级，详细的工程信息和变形观测数据可参照前人

研 究（刘 均 红 ，2010）. 本 案 例 基 坑 宽 度（B）为 22.5 
m，刚度等效后的地下连续墙深度（Hwall）为 23 m，土

层 剖 面、不 同 阶 段 开 挖 深 度 以 及 钢 支 撑 位 置 如 图 1
所示 .

根据 Juang et al. （2013）的研究可知，基坑变形

响应受开挖深度影响较大，而基坑开挖初期阶段响

应较小，且变形模式与后续阶段不同，故本例从第 2
阶段开始进行分析 . 本例基坑工程中采用钻孔灌注

桩作为支护结构，可由等效刚度原则转化为矩形截

面的地连墙结构，矩形宽度可近似取 0.7 倍桩径（杨

罗 沙 ，2011）. 根 据 KJHH 模 型 的 计 算 方 法 ，将 容 易

发生变形土层厚度归一化，得到∑Hi/Hwall 为 1.0（当

土层累积值∑Hi 大于地下连续墙高度 Hwall 时 ，上述

归一化值取 1）；开挖阶段响应间相关系数的波动范

围（β）则取人工填土、黄土、粉质黏土与粉土土层厚

度 之 和 ，本 例 中 为 34 m，即 认 为 开 挖 深 度 在 此 范 围

内的阶段 ，其变形响应之间具有较大的相关性 . 第
2~4 阶段的 KJHH 模型确定性参数与观测数据如表

图 2　阶段二参数后验采样散点图

Fig.2　Posteriori sampling scatterplots of parameters in stage 2
a. 土体参数；b. 模型偏差系数；c. 观测误差标准差

表 3　案例一先验分布

Table 3　Prior distribution in Example 1

参数

su/σ'v
Ei/σ'v

αh

αv

σɛ,h

σɛ,v

分布类型

正态分布

正态分布

截断正态分布

截断正态分布

对数正态分布

对数正态分布

均值

0.25
500
1.00
1.00
1.35
1.35

变异系数

0.20
0.20
0.25
0.34
0.35
0.35
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2 所示 .
本例土体参数（su/σ'v、Ei/σ'v）的先验分布根据前

人试验数据确定（Luo et al.， 2020）. 根据 Kung et al.
（2007）的统计结果，模型偏差系数（αh、αv）服从均值

为 1、上限为 2、下限为 0 的截断正态分布，观测误差

标 准 差（σε，h、σε，v）的 均 值 和 变 异 系 数 则 可 参 照 Qi et 

al.（2017）和 Wu et al.（2014）对 监 测 仪 器 观 测 误 差

的统计结果而定，具体数值见表 3.
3.2　参数贝叶斯更新　

结合 2.2 的先验分布、开挖阶段二的观测数据，

以及 2.3 中的似然函数，即可得出相关参数 Θ 与 σε 的

后 验 分 布 函 数 ，并 使 用 MCMC 方 法 对 后 验 进 行 采

样，得到参数的后验分布 . 本例中通过多次尝试，将

MCMC 采 样 过 程 中 燃 烧 期 数 量 设 为 5 000，即 前

5 000 个样本将被舍弃以保证马尔科夫链达到稳定

状态 . 本例还设置了 5 条马尔科夫链进行同步采样，

并发现当有效采样数量超过 5 000 时，参数的 PSRF
基本不再变化且满足收敛要求（小于 1.10），参数样

本集合的均值和变异系数也趋于稳定 . 因此综合考

虑计算精度和效率的要求，本例将采样数量设置为

5 000. 图 2a、2b 和 2c 分别展示了使用阶段二的观测

数据进行更新后，土体参数（su/σ'v、Ei/σ'v）、模型偏差

系 数（αh、αv）和 观 测 误 差 标 准 差（σε，h、σε，v）的 后 验 采

样散点图 .
在 得 到 采 用 阶 段 二 观 测 数 据 更 新 的 参 数 后 验

样本后，将每个参数的后验样本集合绘制为概率密

度 图 像 ，并 与 先 验 分 布 的 概 率 密 度 图 像 进 行 对 比 . 
图 3 展示了不同参数阶段二后验分布与先验分布的

区别，可以看到，土体参数（su/σ'v、Ei/σ'v）和模型偏差

系数（αh、αv）的阶段二后验分布相较于先验，其变异

图 3　不同参数阶段二后验与先验分布的区别

Fig.3　The difference between posterior distributions in stage 2 and priors distributions of different parameters
a. 归一化不排水抗剪强度 su/σ'v； b. 归一化初始杨氏模量 Ei/σ'v； c. 水平变形模型偏差系数 αh； d. 竖向沉降模型偏差系数 αv； e. 水平变形观测

误差标准差 σε，h； f. 沉降观测误差标准差 σε，v
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性 降 低 ，这 是 因 为 随 着 观 测 数 据 的 引 入 ，参 数 的 不

确定性减小 . 其中土体参数的后验均值在更新后增

大，分析认为是因为土体参数的先验设置参考了黏

土参数的取值范围，而西安地区黄土的土体强度通

常大于黏土 . 此外 ，模型偏差系数的均值由先验分

布 的 1.0 降 低 到 了 0.5 以 下 ，变 化 幅 度 较 大 ，分 析 认

为这是由于 KJHH 模型是基于特定软土地区基坑案

例 建 立 的 ，而 黄 土 的 性 质 与 软 土 具 有 较 大 差 别 ，故

模型偏差系数变化较大 . 值得注意的是 ，观测误差

标准差的后验均值和变异性在更新后增大，分析认

为这是由于随着开挖的进行，变形监测仪器的观测

误 差 会 逐 渐 累 积（例 如 随 着 开 挖 深 度 的 增 加 ，测 斜

仪 的 观 测 误 差 具 有 累 加 效 应），导 致 观 测 误 差 的 不

确定性增大 .
采用所有开挖阶段数据更新土体参数、模型偏

差系数与观测误差标准差的后验和先验分布如图 4
所示 . 随着更新次数的增加 ，土体参数和模型偏差

系数的变异系数越小（后验分布越窄），这说明参数

的不确定性在随着观测数据量的增长而逐渐降低 . 

值得注意的是，土体参数的最终阶段后验均值与西

安 地 区 黄 土 参 数 的 试 验 结 果 较 为 接 近（邵 生 俊 等 ，

2004；翁 效 林 等 ，2024），说 明 所 提 方 法 反 演 土 体 性

质参数的可靠性和鲁棒性较好 . 此外 ，由于前文所

述的观测误差累积效应，观测误差标准差的均值和

变异性随着更新阶段的进行而逐渐增大 .
3.3　基坑开挖变形预测　

基 于 参 数 的 更 新 结 果 对 后 续 阶 段 开 挖 响 应 进

行预测，图 5 展示了不同阶段基坑开挖响应预测值

与观测值的对比 . 其中预测值的均值和标准差是将

不确定性参数的后验 MCMC 采样结果和确定性参

数代入模型进行计算后统计得到的 . 可以发现 ，在

基 坑 开 挖 前 使 用 先 验 分 布 计 算 得 到 的 开 挖 响 应 与

观测值差距较大，数据点距 1︰1 线距离较远，且预测

值存在较大的不确定性 . 随着更新次数的增加 ，预

测值与观测值的差距越来越小，距离 1︰1 线越来越

近，预测值自身的不确定性也越来越小 . 由此可见，

所 提 贝 叶 斯 更 新 方 法 能 够 降 低 黄 土 基 坑 工 程 场 景

下 KJHH 模型参数的不确定性，并且能够大幅提高

图 4　参数的先验和后验分布

Fig.4　Prior and Posterior distribution of parameters
a. 归一化不排水抗剪强度 su/σ'v；b. 归一化初始杨氏模量 Ei/σ'v；c. 水平变形模型偏差系数 αh；d. 竖向沉降模型偏差系数 αv；e. 水平变形观测误差

标准差 σε，h；f. 竖向沉降观测误差标准差 σε，v
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模型预测结果的准确性和可靠性 .
3.4　波动范围取值对更新结果的影响　

波 动 范 围 的 取 值 影 响 着 不 同 阶 段 相 关 性 的 大

小，为了探究不同波动范围取值对基坑开挖响应预

测 结 果 的 影 响 ，本 节 分 别 计 算 了 波 动 范 围 β =0.1 
m、34 m、100 m 共 3 种情况下的基坑最终阶段的开

挖响应预测结果，如图 6 所示 . 其中，β=0.1 m 意味

着不同开挖阶段近似相互独立；β=100 m 则表示不

同开挖阶段近似完全相关 ；β=34 m 是所有易变形

土层厚度之和，认为开挖响应在此范围内拥有对应

的阶段相关性 .
由图 6 可知，随着波动范围的增大，基坑的开挖

响应预测值呈现逐渐减小的趋势 . 这一现象可以由

相 关 系 数 的 变 化 来 解 释 ：随 着 波 动 范 围 的 增 大 ，基

坑开挖过程中不同阶段的相关系数逐渐增大，并无

限趋近于 1. 当相关系数达到较高值时，基坑在最终

阶 段 的 开 挖 响 应 与 初 期 阶 段 的 响 应 之 间 存 在 着 极

强的相关性 . 由于基坑开挖初期的变形往往较小 ，

因 此 这 种 高 相 关 性 导 致 了 最 终 阶 段 的 预 测 值 也 偏

小 . 即初期阶段的小变形通过高相关性影响了后期

的 变 形 预 测 ，使 得 后 期 的 预 测 值 难 以 增 大（Wu et 
al.， 2014）. 反之当相关系数较小时，不同阶段间的

影响作用减弱，每个阶段开挖响应预测变得更加独

立，后期阶段的预测缺少了初期阶段信息的约束作

用，致后期变形预测值偏大 .
因此在针对基坑工程进行贝叶斯更新时，需要

结 合 工 程 实 际 情 况 ，合 理 考 虑 不 同 阶 段 间 的 相 关

性 . 既要避免过高的相关性导致最终阶段预测值偏

图 5　不同阶段最大墙体变形与地表沉降预测值与观测值

Fig.5　The predictions of the maximum wall deflections and ground 
settlement versus the observations at various stages

a. 地连墙最大水平位移；b. 地表竖向最大沉降

图 6　波动范围对最终阶段开挖响应预测的影响

Fig.6　Influence of the scale of fluctuation on the predicted excavation response at the final excavation stage
a. 地连墙最大水平位移；b. 地表竖向最大沉降
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小 ，也要防止相关性过低造成的预测值过大 . 通过

合理设定不同阶段间相关系数（波动范围）的大小，

可以更准确地预测基坑在各阶段的开挖响应，从而

提高预测模型的可靠性 .

3.5　不同方法结果对比　

在 本 小 节 ，以 最 终 阶 段（阶 段 4）的 开 挖 响 应 预

测为例，开展了本文所提贝叶斯更新方法与前人方

法 预 测 结 果 的 对 比（见 图 7），包 括 Juang et al.
（2013）、Luo et al. （2020）和 Li et al. （2021）. 可以看

到随着更新次数的增加，所有方法更新结果的不确

表 4　案例二不同阶段确定性参数与观测数据

Table 4　Deterministic parameters and field observations at various stages of Example 2

参数

He(m)
B(m)

ln(EI/γwh4
avg)

∑Hi/Hwall

β(m)
yh(mm)
yv(mm)

开挖阶段

3
6.9

33.4
7.47
0.87
31
12
25

4
10.2
33.4
7.62
0.87
31
25
42

5
13.2
33.4
7.28
0.87
31
31
49

6
16.2
33.4
7.22
0.87
31
40
59

7
18.5
33.4
7.19
0.87
31
47
62

图 7　不同方法预测最终阶段开挖响应结果对比

Fig.7　Comparison of results of different methods for predict‑
ing final stage excavation response
a. 地连墙最大水平位移;b. 地表竖向最大沉降

图 8　案例二工程概况与土体剖面示意图

Fig.8　Project overview and soil profile in Example 2

表 5　案例二先验分布

Table 5　Prior distribution in Example 2

参数

su/σ'v
Ei/σ'v

αh

αv

σɛ,h

σɛ,v

分布类型

正态分布

正态分布

截断正态分布

截断正态分布

对数正态分布

对数正态分布

均值

0.25
500

1
1

1.35
1.35

变异系数

0.16
0.16
0.25
0.34
0.20
0.20
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定性均在逐渐降低，且准确性逐渐提高 . 在第 2 次更

新后，除了 Juang et al.（2013）所得结果，观测值均在

其余方法预测结果的 1 倍标准差以内；但相比于其

他方法，所提贝叶斯更新方法由于考虑了阶段相关

性 ，预测结果与观测值的差距最小 . 但由于本文方

法考虑了观测误差，所得结果的标准差有所变大 .

4 案例二：软土地区 Formosa 深基坑

4.1　工程概况　

台北市位于我国沿海地区，其地质环境主要包

括冲积层、湖泊和海洋沉积物，且软土层较为深厚 . 
本节以台北 Formosa 深基坑为例，验证所提贝叶斯

更 新 方 法 对 于 软 土 地 区 基 坑 开 挖 响 应 预 测 的 有 效

性 . 该基坑采用地连墙与内支撑联合支护的结构设

计，总共分为 7 个开挖阶段，基坑宽度（B）为 33.4 m，

地连墙长度（Hwall）为 31 m，该基坑工程详细的施工

观 测 数 据 可 参 考 Kung et al.（2007）的 记 录 ，工 程 概

况与土层剖面如图 8 所示 .
由于前两个开挖阶段开挖深度较小，且变形模

式与后续阶段不同，采用这两个阶段观测值进行更

新的结果较差，因此本例从第 3 阶段开始进行反分

析 . 由土层剖面可知，本例中归一化土层厚度（∑Hi/
Hwall）为 0.87，波动范围（β）则取人工填土、粉质黏土

与粉土土层厚度之和，本例中为 31 m. 第 3~7 阶段

的 KJHH 模型确定性参数与观测数据如表 4 所示 .
本 例 土 体 参 数（su/σ'v，Ei/σ'v）的 先 验 分 布 参 考

Hsiao et al.（2008）针 对 台 北 软 土 的 研 究 结 果 而 确

定 . 且 根 据 Kung et al.（2007）和 Wu et al.（2014）的

统计结果可知，模型偏差系数（αh，αv）服从均值为 1、

上限为 2、下限为 0 的截断正态分布，观测误差标准

差（σɛ，h，σɛ，v）则服从均值为 1.35 的对数正态分布 . 案
例二中待更新参数先验分布如表 5 所示 .
4.2　参数贝叶斯更新与变形预测结果　

结 合 先 验 分 布 、观 测 数 据 和 似 然 函 数 ，得 到 相

关 参 数 的 后 验 分 布 ，并 通 过 MCMC 方 法 对 后 验 进

行采样以得到后验分布的样本 . 将不同参数在不同

阶段的后验样本绘制为概率密度曲线，并与先验分

布的概率密度曲线对比 . 图 9 展示了采用不同开挖

阶段数据更新土体参数、模型偏差系数与观测误差

图 9　参数的先验和后验分布

Fig.9　Prior and Posterior distribution of parameters
a. 归一化不排水抗剪强度 su/σ'v； b. 归一化初始杨氏模量  Ei/σ'v； c. 水平变形模型偏差系数  αh； d. 竖向沉降模型偏差系数  αv； e. 水平变形观测

误差标准差  σε，h；f. 竖向沉降观测误差标准差  σε，v
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标准差的先验和后验分布 . 随着更新次数的增加 ，

土体参数和模型偏差系数的不确定性逐渐降低 . 而
受开挖过程中观测误差累积效应的影响，观测误差

标准差后验分布的均值逐渐增大 .
图 10 展示了不同阶段基坑开挖响应预测值与

观 测 值 的 对 比 ，可 以 看 到 随 着 更 新 次 数 的 增 加 ，基

坑开挖响应预测值逐渐收敛至观测值附近 . 可见所

提贝叶斯更新方法能够降低模型参数的不确定性，

并提高对于软土基坑开挖响应预测的可靠性 .
图 11 以 最 终 阶 段（阶 段 7）开 挖 响 应 预 测 值 为

例，展示了本文所提贝叶斯更新方法与前人方法预

测结果的对比 . 由图可知本文所提方法的预测结果

与观测值最为接近，且预测值的标准差也较小 .

5 结论  

本文基于 KJHH 预测模型，提出了一种能够考

虑 土 体 参 数 、模 型 偏 差 、观 测 误 差 不 确 定 性 以 及 阶

段间相关性的基坑开挖贝叶斯更新方法，主要结论

如下：

（1）通过两个实际基坑开挖案例证明了所提贝

叶斯更新方法的有效性 . 结果表明 ，所提方能够有

效减少参数的变异性，并改善模型在不同土体类型

基坑中的预测性能 .
（2）考虑阶段相关性后的预测结果比未考虑相

关性的结果准确性更好、变异性更小 . 此外当相关

系数中的波动范围取值过大或过小时，均会对预测

结果有不利影响，因此在实际工程应用中应结合实

际情况，合理考虑相关系数与波动范围的取值 .
（3）随 着 更 新 次 数 的 增 加 ，所 提 方 法 更 新 结 果

的不确定性均逐渐减小 ，准确性逐渐则提高 . 并且

与前人方法相比，本文所提方法在预测结果的准确

图 10　不同阶段最大墙体变形与地表沉降预测值与观测值

Fig.10　The predictions of the maximum wall deflections and 
ground settlement versus the observations at various stages

a. 地连墙最大水平位移；b. 地表最大竖向沉降

图 11　不同方法预测最终阶段开挖响应结果对比

Fig.11　Comparison of results of different methods for pre‑
dicting final stage excavation response

a. 地连墙最大水平位移; b. 地表最大竖向沉降
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性和不确定性上综合表现更好 .
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