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摘要：贝叶斯反演方法常用于量化多道面波分析（MASW）频散曲线反演结果的不确定性。因为反演

过程涉及高维非线性的地球物理模型和大量重复的频散曲线正演计算，基于传统数值方法的贝叶斯推

断计算耗时且效率低。本文提出一种基于近似贝叶斯计算（ABC）的频散曲线反演方法，高效反演剪

切波速（vs）剖面。所提方法通过减少频散曲线正演的重复次数有效缩短计算耗时，同时结合子集模

拟方法提升求解高维贝叶斯方程的效率。此外，所提方法能够确定 vs剖面最可能后验值，弥补了传统

ABC 方法在该方面的不足。本文采用模拟算例和工程实例验证了所提方法，说明了所提方法的高效

性和合理性。本研究为地球物理数据的快速概率分析提供了参考。 
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Abstract: Bayesian inversion approaches are usually used to quantify the significant uncertainty in the 

inversion results of the Multichannel Analysis of Surface Waves (MASW) dispersion curve. Due to the high-

dimensional nonlinear geophysical model and extensive repeated forward calculations for the dispersion 
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curve, Bayesian inference based on conventional numerical methods is highly time-consuming and less 

efficient. The paper proposes a probabilistic inversion approach for dispersion curves based on the 

Approximate Bayesian Computation (ABC) to achieve efficient identification of shear wave velocity (vs) 

profiles. It can reduce the number of forward calculations for the dispersion curve, thereby greatly 

decreasing the computing time for Bayesian inference. Additionally, the subset simulation is used to 

improve the efficiency in solving high-dimensional Bayesian equations. Furthermore, the proposed 

approach can determine the most probable posterior value of vs profiles, addressing a shortcoming of 

traditional ABC methods. The proposed approach is demonstrated through both virtual and real-life sites. 

Results show that the proposed approach is reasonable and highly efficient. This study provides valuable 

insights for conducting rapid probabilistic analysis of geophysical data. 

Key words: MASW; Dispersion curve inversion; Bayesian method; Uncertainty quantification 

0 引言 

多道面波分析（MASW）是一种非侵入式的地球物理方法，主要用于估计近地表岩土体剪切

波速（vs）。因其经济、灵活、可靠等特性，MASW方法已被应用于岩土工程各领域，例如场地

特征描述（孙旭等，2025）、液化问题分析（Ji et al., 2017）、地基无损检测（Comina et al., 2021；

胡智等，2023）和滑坡稳定性评价（吕擎峰等，2015）。MASW主要记录现场浅震试验波形数据，

从数据中提取频散曲线，通过反演频散曲线估计 vs 剖面（Foti et al., 2018）。由于测量误差、有限

频带宽度等因素（Lai et al., 2005；Meju et al., 2009），频散曲线反演结果（即 vs 剖面）存在较大

不确定性。 

频散曲线反演方法可分为确定性方（Xia et al., 1999；程飞等，2016）和概率方法（Bodin et 

al., 2012；付代光等，2015；Cho and Iwata, 2019）。确定性反演方法（如遗传算法和差分搜索算

法）通常仅提供单一反演结果，无法量化反演结果不确定性。相对而言，概率反演方法可量化反

演结果不确定性。其中，贝叶斯反演是最常用的概率反演方法，其关键在于计算频散曲线的似然

函数。然而，由于频散曲线贝叶斯反演中通常涉及基于 vs 剖面计算理论频散曲线的非线性正演

模型，导致似然函数十分复杂，使得参数后验分布不存在解析解。 

文献中提出了基于随机模拟方法计算后验分布的数值方法，例如马尔科夫链蒙特卡洛

（Markov Chain Monte Carlo, MCMC）（付代光等，2015）、跨维马尔科夫链蒙特卡洛(reversible-

jump Markov Chain Monte Carlo, RJMCMC）（Bodin et al., 2012）、哈密顿蒙特卡洛（Hamiltonian 

Monte Carlo, HMC）（Aleardi et al., 2020）等。在求解后验分布过程中，上述随机模拟方法需要大

量重复计算似然函数。由于频散曲线的似然函数十分复杂，导致随机模拟方法计算耗时长。 
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针对该问题，本文提出基于近似贝叶斯计算（Approximate Bayesian Computation, ABC）的频

散曲线概率反演方法，高效反演 vs 剖面，并量化其不确定性。ABC 在复杂模型更新或逆问题中

应用广泛，例如地质建模（Schaaf et al., 2021）、动态系统（Vakilzadeh et al., 2017；何庆等，2023）、

生物科学（Liepe et al., 2014）和生态学（Beaumont, 2010）。此外，ABC在地球物理领域也取得

了若干最新应用进展，例如Maalouf et al. (2021)采用深度生成模型结合 ABC反演井间层析成像

数据。ABC源自拒绝采样原理(Chiachio et al., 2014)，首先给定一组不确定参数样本，并从似然

函数中随机抽取一套数据（简称“模拟数据”），然后根据模拟数据和实际数据的相似性决定是否

接受给定样本（Sisson et al., 2018）。然而，基于拒绝采样的 ABC其从后验分布中采样效率较低

(Chiachio et al., 2014)。此外，ABC方法无法获得似然函数具体值，所以难以确定参数最大后验

估计（MAP）。 

为克服上述难点，本文结合了 ABC和子集模拟（SubSim）技术（简记为“ABC-SubSim”），

以高效地模拟频散曲线反演的后验分布样本。针对多道面波频散曲线反演问题，本文提出了度量

模拟数据和观测数据相似性的半解析函数（LF），ABC-SubSim算法因此基于 LF值判断模拟数据

和实际数据是否近似相等。所提 LF 不但计算高效，而且能够用于估算后验样本的似然函数值，

以此确定 vs剖面的后验最可能值。 

本文首先介绍了频散曲线反演的研究背景，然后推导了相关贝叶斯方程，提出了度量模拟数

据和观测数据相似性的函数（LF），并简要介绍了 ABC-SubSim算法，最后通过模拟算例和工程

应用验证了所提方法。 

1 研究背景 

1.1 理论频散曲线 

瑞雷波频散曲线（本文简称“频散曲线”）由不同频率（ f ）的理论相速度（c）组成，根据传

播模态不同，可分为基本模态(M0)频散曲线，第一较高模态(M1)频散曲线，依此类推。在实际面

波勘探中，获取M0频散曲线较为容易（Foti et al., 2018），因此本文主要使用M0频散曲线数据。

如果有更高阶模态的频散曲线数据，也能用所提方法进行分析。 

给定某一频率，分层地层模型（图 1）的频散函数（F）的根（或零点）即为理论相速度，如

公式（1）所示（Xia et al., 1999）： 

  , , , , 0N NN N
F f c ， s pH v v  (1) 

其中，分层地层模型由 N-1个不同厚度的水平均匀层堆叠在一个半无限空间层上组成，各层参数

包括层厚（H），剪切波速度(
sv )、压缩波速度(

pv )和密度(  ）。本文用  1 2 1, ,..., ,
T

N NH H H InfH
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表示所有层厚集合，下标代表对应层；
Ns

v ，
N

p
v 和

N
 与 NH 的形式类似。 

 

 

图 1 分层地层模型示意图 

Fig.1 Layered subsurface model 

 

目前文献中尚缺少解析地求解 F 零点的方法，因此实践中采用数值方法搜寻最接近 F 理论

零点的相速度值，比如采用二分法连续改变可能的 c 直到 F 值改变符号来搜索（Xia et al., 1999；

Schwab et al., 1972）。在频散曲线贝叶斯反演问题中，计算似然函数需要根据频散函数（公式（1））

确定理论频散曲线。因为频散函数通常较复杂且无解析解，所以基于随机模拟方法求解后验分布

会包含大量求根运算，导致求解过程非常耗时。 

1.2 观测频散曲线 

由于实践中存在各种限制，给定频率的观测相速度（
obsd ）并不完全等于对应理论相速度(c)，

因此观测频散曲线（
obsd ）与理论频散曲线（ c ）之间的关系可表示如下： 

 
obs  d c  (2) 

其中
1 2, ,..., ,...,

f

T

obs obs obs obs j obs Nd d d d 
 ， ， ， ，d ，下标 j 代表不同频率的相速度；理论频散曲线 c 以及误

差向量 与
obsd 类似。此外， 的每个分量

j 通常被假设服从均值为 0的高斯分布，各分量独立

同分布（Yuen and Yang, 2020）。 

根据 Xia 等（1999），频散曲线对分层地层模型中各类参数的敏感程度不同，对剪切波速度

(
sv )最为敏感，层厚（H）次之；对压缩波速度(

pv )和密度(  ）相对不敏感。因此，一般的频散

曲线反演主要估计
sv 和 H。

pv 可通过给定的泊松比 估算（Lei et al., 2019）： 
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0.5
p sv v









 (3) 

 则假设为已知并根据岩土材料性质确定。此外，根据文献[9,25]本文假设地层的层数 N 已知，层

数 N 可依据先前勘探数据、工程经验等指定。 

2 频散曲线贝叶斯反演 

2.1 贝叶斯方程 

本研究中待反演分层地层模型参数包括层厚（H）和剪切波速（vs），用符号 ,NN N

 
 


s

H v

表示。当给定观测频散曲线
obsd 和层数 N 时，

N 的不确定性可通过条件概率 ( | , )N obsp N d 量化。

在贝叶斯框架下 ( | , )N obsp N d 被称为后验分布，可表达为： 

 
( | , ) ( | )

( | , )
( | )

obs N N
N obs

obs

p N p N
p N

P N


 


d
d

d
 (4) 

其中 ( | , )obs Np Nd 被称为似然函数，代表了具有模型参数
N 的分层地层模型对观测频散曲线

obsd 的拟合程度。 ( | )Np N 是
N 的先验分布。 ( | ) ( | , ) ( | )obs obs N N NP N p N p N d    d d 是归一

化常数。 

频散曲线贝叶斯反演的关键在于求解后验分布 ( | , )N obsp N d ，基于后验分布不仅可以量化

N （或对应 vs剖面）的不确定性，而且能够确定
N 的最大后验估计（MAP）。在求解后验分布

之前，本文先介绍先验分布和似然函数的表达式。 

2.2 先验分布 

模型参数
N 由 NH 和

Ns
v 两部分组成，根据条件概率公式， 

 ( | ) ( | , ) ( | )N NN s N
p N p N p N v H H  (5) 

其中， ( | )Np NH 是给定 N 时 NH 的先验分布， ( | , )Ns N
p Nv H 是给定 N 和 NH 时

s N
v 的先验分布。

对于分层地层模型， NH 通常被假设服从标准狄利克雷分布（Steininger et al., 2013）： 

 
1

max min

( )
( | )

[ ( 1) ]
N N

N
p N

H N H 




 
H  (6) 

其中，
maxH 是可识别 vs 分界面的最大深度；

minH 是 vs 剖面上可识别最小层厚。根据 Vantassel和

Cox（2021），  
minmax , 1 min/obs fH d k f  和  

maxmin , 2 max/obs fH d k f  。其中，
minf 指观测频散曲线

obsd 上最小频率，
min,obs fd 是对应观测相速度；

maxf 和
max,obs fd 同理；k1 和 k2 是常数，一般取值为
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1/3~1/2。 

假定各层剪切波速
siv 相互独立，并将

siv 设置为截断高斯分布： 

 

 
2

221

3( | , )

si si

i

v

Nsi ip v N k e








H  (7) 

其中，
si 是第 i 层

siv 均值。本文采用 Haney和 Tsai（2017）所提方法估计
si ，首先使用 Haney

和 Tsai的方法从基模态频散曲线中直接估算一个先验 vs 剖面（vs 值在深度上连续变化），然后给

定一组层厚 NH 并计算各层对应深度范围内 vs的均值，将该均值作为 vs先验均值（Cho and Iwata，

2019；Wang et al., 2025）。
i 是

siv 的标准差且
i siCV   ，其中 CV 是

siv 的变异系数。

  
1

3 ,max ,min2 ( ) ( )si sik v v


   ，其中是高斯分布 2( , )si iN   的累计概率密度函数（CDF），

,maxsiv 和 ,minsiv 分别是 siv 可能取值的上下界。本文令 ,maxsi si sv v   ， ,minsi si sv v   ， sv 根据

岩土体类型确定。假设不同层的 siv 相互独立， 

 
1

( | , ) ( | , )
N

N Ns si

i

p N p v N


v H H  (8) 

2.3 似然函数 

在 1.2节提到，实践中通常假定观测相速度与理论相速度的误差  服从高斯分布，而且不同

频率下的误差  独立同分布。根据公式（2），观测频散曲线 obsd 服从多元高斯分布 

 
 

2

,2

22
1

1
( | , , ) exp

22

J
obs j j

obs N

j

d c
p N



 
  
 
 

d  (9) 

其中 Nf 表示组成观测频散曲线 obsd 的观测相速度数目。 2 是频率
jf 的

,obs jd 与对应
jc 之间误差

j 的方差，其值未知。本文目标是反演模型参数 N ，因此考虑通过积分方式消除公式（9）中 2 ，

以此得到似然函数 ( | , )obs Np Nd 表达式。 

本文假设方差 2 为随机变量并服从 Inverse-Gamma分布，即 2 ~ ( , )Gam a b  ，其概率密度函

数表达式为： 

 
 

21
1

2

2( )
( )

a
b

a

e
p

b a






 
  

  




 (10) 
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其中，a 和 b 分别为 Inverse-Gamma 分布的形状参数和尺度参数。根据全概率公式，似然函数

( | , )obs Np Nd 可表示成如下积分形式： 

 2 2 2( | , ) ( | , , ) ( | , )obs obsN N Np N p N p N d      d d  (11) 

其中，因为方差 2 与模型参数 N 和层数 N 无关，所以 2 2( | , ) ( )Np N p  。将公式（9）和（10）

代入公式（11）可得（Vakilzadeh et al., 2017）： 

 
2

2

( ) ( )1
( | , ) 1

fn N

T

obs obs

obs Np N k
n 




  
  

 


d c d c
d  (12) 

其中，  
/2 1

( / 2 / 2)

( / 2)

fN fn N
k n

n
 

 
 




， 2n a , 2 1

ab
  。公式（12）表明似然函数 ( | , )obs Np Nd

是一个 Nf 维的 Student-t分布，即 obsd ~
2( , I , )

fNT nc 。 

3 近似贝叶斯计算 

基于公式（12）可知，计算频散曲线的似然函数 ( | , )obs Np Nd 需要计算理论频散曲线 c ，所

以后验样本模拟涉及大量求根运算，导致基于随机模拟方法的计算效率低。 

为此本文提出了基于近似贝叶斯计算（ABC）的频散曲线贝叶斯反演方法。因为当给定一组

可能的模型参数 N ，似然函数 ( | , )obs Np Nd 正比于从分布 ( | , )obs Np N
~

d 中随机抽取的随机变量

实现，即模拟数据 obs

~

d ，等于观测数据 obsd 的概率（Sisson et al., 2018）。所以 ABC方法根据 obs

~

d

和 obsd 是否相等决定接受或拒绝 N 为后验样本，从而避免计算似然函数值（Sisson et al., 2018）。

ABC方法求解 ,obs N

 
 
 

~

d 的联合后验分布： 

( | ) ( | , ) ( | )
( , | , )

( | )

obs obs obs N NABC

N obs obsABC

obsABC

p p N p N
p N

P N


~ ~

~  


d d d
d d

d
 (13) 

其中， ( | )obs obsABCp
~

d d 是 ABC方法对应的似然函数， ( | , ) ( | )obs N Np N p N
~

 d 是 ,obs N

 
 
 

~

d 的先验

分布。实际中， obs obs
~

d d 的情况几乎不可能出现，除非 obs

~

d 取值有限（Sisson et al., 2018）。ABC

做了近似，即将等式 obs obs
~

d d 替换为 obs obs
~

d d ，通过某种测度 L 量化 obs

~

d 和 obsd 的相似程度并

引入一个容差参数 h（Chiachio et al., 2014）。因此，ABC将似然函数定义为指示函数的形式，即



 

8 

 

( | )obs obs obs obsABCp I L h
  

    
  

~ ~

d d d d 。容差参数 h 的设置应遵循如下依据：一方面，h 需足够小，

以确保近似后验分布具有较高精度；另一方面，与该后验分布相关的目标变量估计值（如参数的

后验方差等）应具有稳定性（Beaumont, 2009）。综上，ABC 方法从 N 和 obs

~

d 的联合后验分布

( , | , )N obs obsABCp N
~

 d d 中采样，将后验样本的分量 N 作为 ( | , )obsNp N d 的近似后验样本。 

3.1 距离测度函数推导 

根据上述分析，ABC方法的关键在于度量 obs

~

d 和 obsd 之间相似性，即
obs obsL

 
 

 

~

d d 。本文采

用欧几里得距离度量 obs

~

d 和 obsd 的相似性（Sisson et al., 2018）： 

 2
,,

1

1
( ) ( )

fN

obs jobs obs obs j

jf

L d d
N 

  
~ ~

d d  (14) 

其中， obs

~

d 表示从其先验分布 ( | , )obs Np N
~

d 中随机模拟的一组数据， 2~ ( , I , )
fobs NT n

~

d c 。根据公

式（2）， obs

~

d 又等于理论频散曲线 c 与随机误差的模拟样本
~

 之和，即 obs  
~ ~

d c ，将其代入公

式（14）可得 

 
2

,

1

1
( ) ( )

fN

jobs obs obs j j

jf

L d c
N




   
~ ~

d d  (15) 

其中，根据公式（12）
~

 服从均值为 0的 Student-t分布，即 2(0, I , )
fNT n 。因此，采用公式

（14）或（15）度量 obs

~

d 和 obsd 相似性需要计算 c 。 

为了避免 c 的计算，本文推导了基于频散函数 F 估算 ( )obs obsL 
~

d d 的公式，用 L
^

表示估算值。

具体推导过程如下：假设以理论相速度
jc 为中心的小邻域内 F 线性变化（本假设适用性将通过

后文模拟算例验证），则 F 可简化为相速度（记为
testc 以区别

jc ）的线性函数形式，即
testF mc d  ，

其中 m 和 d 为线性函数斜率和截距；将
testc 

jc 和 test ,( )jobs jc d  
~

代入该线性函数，并进行适

当代数变换可得 , ,( ) / ( ) /j jobs j j obs j jd c F d m F c m     
~ ~

。基于上述近似线性假设，m 可通过

频散函数对
testc 的一阶偏导数（记为 'F ）估算，因此 ,'( ) '( )jobs j jm F d F c  

~

。最后，将将 m 的
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估算值以及 , jobs j jd c 
~

的相关表达式入公式（25）可得： 

2

,

1
,

( )1
( ) ( )

( )

f
jN obs j

j

obs obs obs obs

jf j
jobs j

F d
F c

L L
N F c

F d





  
  

 
     

       



~

~ ^ ~

~
d d d d  (16) 

公式（16）假设以理论相速度 jc 为中心的小邻域内 F 线性变化。由于 jc 是频散函数 F 的零点，

( ) 0jF c  ， ( )obs obsL 
^ ~

d d 可以简化为： 

 

2

,

1
,

1
( )

f
jN obs j

obs obs

jf
jobs j

F d

L
N

F d





  
  

 
  

       



~

^ ~

~
d d  (17) 

因为上式不含理论频散曲线 c ，所以采用 ( )obs obsL 
^ ~

d d 度量 obs

~

d 和 obsd 之间相似性能够避免 c 的计

算。此外，由于 F 有解析表达式且 F 可通过一阶导数的前向差分公式快速计算，所以公式（17）

的计算效率非常高。本文中使用蔡伟等（2017）所提改进传递矩阵法构建 F，缓解高频区域 F 值

数值溢出问题，确保一阶导数计算结果的准确性。 

1.1 节中已经说明给定频率 jf 时 F 的零点或者理论相速度 jc 并不唯一，按对应模态分别表

示为 0 1, ,..., ,...,M M Mt MT

j j j jc c c c ，因此
( )

0
( )

Mt

j

Mt

j

F c

F c



。当 ( )obs obsL h 

^ ~

d d 时，观测频散曲线 obsd （默认模

态是M0）可能会与任意模态（Mt）理论频散曲线
Mt

c 吻合。因为
Mt

obs  
~ ~

d c ，所以 obs

~

d 的模态

为Mt，与对应
Mt

c 一致。将 ( )obs obsL h 
^ ~

d d 作为接受 ,obs N

 
 
 

~

d 为后验样本的条件，无法确保 obs

~

d

和 obsd 模态一致，导致一部分反演结果不合实际。 

为了缓解该问题，本文将 obsd 分成两个子集
1sub

obsd 和
2sub

obsd ，集合大小分别为 1sub

fN 和 2sub

fN

（ 1 2sub sub

f fN N ）。分别与
1sub

obsd 和
2sub

obsd 对应的 obs

~

d ，c 以及
~

 也用上标“sub1”和“sub2”区分，后续

不再特别说明。分别将
1sub

obsd 和
2sub

obsd 代入公式（15）和（17），并令新距离测度 ( )obs obsFL 
~

d d 等于

1
1

( )
sub

sub

obs obsL 
~

d d 和
2

2
( )

sub
sub

obs obsL 
^ ~

d d 的加权平均值： 

 
1 2

1 21 21
( ) ( ) ( )

sub sub
sub subsub sub

obs obs obs obs obs obsF f f

f

L N L N L
N

 
     

 

~ ~ ^ ~

d d d d d d  (18) 
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其中，
1

1
( )

sub
sub

obs obsL 
~

d d 既可以量化
1sub

obsd 和
1sub

obs

~

d 相似程度，也能确保
obsd 和 obs

~

d 模态一致。简单证明

如下，当 ( )obs obsFL h 
~

d d 时，必有
1

1
( )

sub
sub

obs obsL h 
~

d d ，所以
1

1
sub

sub

obs obs
~

d d 且两者模态相同；本文假

设
1sub

obs

~

d 和
2sub

obs

~

d 模态总保持一致，所以
1sub

obsd ，
1sub

obs

~

d 和
2sub

obs

~

d 三者的模态相同，或者说
obsd 和 obs

~

d 模态

相同，将在后文中进一步说明
1

1
( )

sub
sub

obs obsL 
~

d d 的作用。 

综上，本文使用 ( )obs obsFL 
~

d d 度量
obsd 和 obs

~

d 之间距离，即两者相似程度。ABC方法求解后

验分布时，试算一个候选样本 ,obs N

 
 
 

~

d ，只需要计算 1sub

fN 个理论相速度点，从而能够有效减少

频散函数求根次数，缩短 ABC方法的耗时。 

3.2 ABC-SubSim算法 

基于似然函数 ( | )obs obsABCp
~

d d 的定义，从后验分布 ( , | , )N obs obsABCp N
~

 d d 中采样等价于从
obsd

的邻域
h   |obs obs obsFL h

  
   

  

~ ~

d d d 中采样。为了 ABC 结果能够更准确地近似后验分布

( | , )N obsp N d ，h 应足够小。此时，从 ,obs N

 
 
 

~

d 的先验分布中随机抽取的样本落入
h 中将是一

个小概率事件（Vakilzadeh et al., 2017）。为了提高采样效率，Chiachio等（2014）将用于小概率

事件采样的子集模拟（SubSim）算法（Au和 Beck，2001）与 ABC合并，提出了“ABC-SubSim”

算法。本文因此使用 ABC-SubSim算法从后验分布 ( , | , )N obs obsABCp N
~

 d d 中采样。 

ABC-SubSim 算法将从
h 采样问题转化为从一系列中间失效域采样的问题，中间失效域记

为 t

h   | t

obs obs obsFL h
  

   
  

~ ~

d d d ，其中 1 2 Th h h h     。 ( )hP  等于一系列条件失效概

率的乘积，即 1 1

2
( ) ( ) ( | )

T t t

h h h ht
P P P 


     。虽然目标事件的概率 ( )hP  可能较小，但 ABC-

SubSim 算法可通过选择适当中间失效域 t

h 来避免模拟小概率事件 Chiachio 等（2014）。在执行

过程中，ABC-SubSim 算法将 1( | )t t

h hP   设置为固定值
0p ，并据此自适应地选择容差序列 th 。

文献（Au and Beck, 2001；Chiachio et al., 2014）建议
0p 取值为 0.1⁓0.2。除了子集模拟第一层，
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ABC-SubSim 算法在后续各层均采用 MCMC 方法对中间失效域中的样本进行抽样，从而高效地

逼近目标后验分布。 

3.3 基于 ABC的最大后验估计 

接下来，本文将进一步推导估算频散曲线似然函数 ( | , )obs Np Nd 的公式，以此确定
N 的最

大后验估计（MAP）和 vs 剖面的后验最可能值。首先，本文对公式（12）中需要代入 c 计算的部

分，即 ( ) ( )T

obs obs d c d c ，进行适当变形： 

1 2

2

,

1

2
2

1 1 2

, ,

1 1

1 1 ,
1 1

,

( ) ( ) ( )

( ) ( )

f

sub sub
f f

N

T

obs obs obs j j

j

N N

sub sub sub
j jobs j j obs j j

j j

jsub sub obs j
sub subT

jobs obs

jobs j

d c

d c d c

F d

F d

 









 

   

  
         

  

  
  

 
     

       



 
~ ~

~

~ ~ ~

~

d c d c

d c d c

2

2

1

sub
fN

j 




 (19) 

其中， ( )obs obsFL 
~

d d 以及
1sub

c 和
~

 在获得 ,N obs

 
 
 

~

 d 的后验样本时也同时被获得。然后，将公式

（19）代入公式（12）即可快速估算频散曲线的似然函数 ( | , )obs Np Nd 值。最后，由于
N 近似

后验样本对应先验分布和似然函数均已知，根据公式（4）可以确定
N 的后验最可能值（MAP），

从而得到最可能的 vs 剖面。 

4 模拟算例 

4.1 基模态数据 

本文首先采用一个模拟算例验证所提 ABC方法的准确性和合理性。假设一处具有如图 2a所

示分层地层（Profile 1）的虚拟岩土工程场地，岩土体密度为 2000  kg/m3，泊松比为 0.3  。

本文基于公式（2）合成了该场地的频散曲线，其中 c 由改进传递矩阵法求得（蔡伟等，2017），

 的每个分量 j 均假设服从高斯分布 2(0,2.5 )N 。具体地，从频率 10f  Hz 到 80Hz，每隔 1Hz

模拟一个观测相速度，将共计 fN =71 个观测相速度按频率升序排列构成一组合成频散数据（曲

线）
obsd ，如图 2b 所示。接着，

obsd 被分成两个互斥子集
1

,1 ,44 ,71, ,
sub

obs obs obs obsd d d   d 和

2 1
\

sub sub

obs obs obsd d d ，以便计算 LF。 
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a 虚拟场地地层剖面（Profile 1） b 合成M0频散数据 

图 2 虚拟场地的信息 

Fig.2 Information of the virtual site 

 

以图 2 所示虚线地层（Profile 1）为例，图 3 展示了给定 f=30Hz 下频散函数 F 随可能相速

度 ctest变化的图像，曲线图中标记了 F 的两个零点，分别对应于基模态和第一较高模态理论相速

度 cM0 和 cM1（上标为模态）。为了验证低、中、高频区域频散函数图像是否符合“在理论相速度

邻域内近似线性”的假设（见公式 16），图 4绘制了 f=12Hz、30Hz、60Hz三个频率下，以 cM0或

cM1为中心的小邻域范围（即 M0 or M1 M0 or M110, 10 m/sc c    ）内， /F F 随着 ctest变化的图像（实

线）。同时，本文将其与 M0 or M1

testc c 随 ctest变化的图像（虚线）进行对比。如果近似线性假设成

立，那么 /F F 和 M0 or M1

testc c 的图像在同邻域内高度吻合。为了对结果进行定量分析，本文进

一步计算了多个
testc 点位下的 /F F 和 M0 or M1

testc c 相对残差的平局值（记为 RelErr）。如图 4 所

示，在低频和中频区域，实线与虚线几乎完全重合，且对应 RelErr均小于 7%，验证了在该频带

范围内，频散函数图像满足近似线性假设。相比之下，在高频区域（f=60Hz），实线和虚线整体

趋势仍较一致，但在远离 cM0 或 cM1 位置时出现明显数值偏差，导致 RelErr 分别达到 36.9%或

40.4%。以上结果说明，在当前所设定 cM0或 cM1的小领域内，频散函数在高频区域不再完全满足

近似线性假设。尽管如此，考虑到在各频段内 /F F 与
testc （也相当于 M0 or M1

testc c ）变化趋势整

体仍呈线性比例关系，本文认为以 /F F 值度量模拟和观察相速度之间的相似性（即相速度之差）

仍然具有合理性与物理意义。 
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图 3 Profile 1的频散函数 F 图像（f=30Hz） 

Fig. 3 Graphs of dispersion function F for profile 1 at f=30Hz 

 

图 4 低中高频区域 /F F （实线）或 M0 or M1

testc c （虚线）与
testc 的图像 

Fig. 4 Graphs of /F F   (solid lines) or 
M0 or M1

testc c  (dashed lines) versus 
testc  

 

图 5 展示了距离测度 LF 如何保证 ABC 方法获得的 obs

~

d 后验样本与合成频散数据
obsd 的模态

（M0）一致。图 4（a）中“Profile 1”为所假设虚拟岩土工程场地的地层剖面，“Profile 2”是另一个

可能的地层剖面。本文将 Profile 1作为合理反演结果的例子，即其M0 理论频散曲线
0M

c 与
obsd
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吻合，因此对应 obs

~

d 后验样本的模态与
obsd 一致；而将 Profile 2作为不合理反演结果的例子，即

其非M0理论频散曲线
Mt

c （t>0）与
obsd 吻合，因此对应 obs

~

d 后验样本的模态与
obsd 不一致。图 4

（b）显示了 Profile 1的
0M

c 和 Profile 2的
1M

c 均与
obsd （空心圆）吻合，所以仅使用 ( )obs obsL 

^ ~

d d

无法区分 Profile 1和 Profile 2。但是图 4（b）还显示了 Profile 2的M0理论频散曲线的子集
1sub

c

（实心方块）与
1sub

obsd （实心圆）之间存在明显差异。因为 LF 中
1

1
( )

sub
sub

obs obsL 
~

d d 的值能反映
1sub

c 与

1sub

obsd 之间差异，所以使用 LF可以区分 Profile 1和 Profile 2，排除不合理反演结果。 

  

a 地层剖面“Profile 1”和“Profile 2” b 两个剖面的理论频散曲线与合成频散数据 

图 5符合合成频散数据的地层剖面举例 

Fig. 5 Examples of stratigraphic sections that fit the synthetic dispersion data well 

假设该虚拟场地的地层层数已知，即 N=3，不确定模型参数为 3 1 2[ , ]H HH 和

,1 ,2 ,33
[ , , ]s s sv v v

s
v 。求解 3H 和

3sv 的后验分布前，需要为模型参数的先验分布和似然函数中的未

知数指定先验值。根据 Vantassel 和 Cox（2021），本文将 k1和 k2分别设置为 1/2和 1/3，再将 k1

和 k2 代入公式（6）计算可得 H 的先验分布中
maxH =16.94m 和

minH =0.8m；本文根据 Haney 和

Tsai（2017）所提方法计算 vsi 的均值
si ，令 ,maxsi si sv v   和 ,minsi si sv v   ，并

sv 设置为

100m/s；同时本文将 vsi 变异系数 CV 设置为 0.4以减少其先验分布的主观性。由于似然函数的值

对 Gamma分布的形状参数 a 和尺度参数 b 并不敏感（Vakilzadeh et al., 2017），本文将 a 和 b 直

接指定为 1和 0.2。 



 

15 

 

基于上述先验信息，本文使用所提方法求解后验分布
3( | , 3)obsp N  d 的近似解，其中容差

参数 h=3.25。本文还采用基于结构可靠性方法的贝叶斯更新（Bayesian Updating with Structural 

Reliability Methods, BUS），并结合子集模拟（ Subset Simulation, SuS）估计了后验分布

3( | , 3)obsp N  d ，该方法简称为“BUS_SuS”。考虑到 SuS 在分析高维不确定参数和极小概率事

件方面的优越性，BUS_SuS适合需要学习高维不确定参数的贝叶斯推理问题（Betz et al., 2018；

Cao et al., 2019），例如频散曲线概率反演。本文进一步引入其改进版本 aBUS，以自适应选择频

散曲线数据似然函数最大值。为了比较的公平性，上述两种方法采用了相同的参数设置，即子集

模拟的中间失效概率
0 0.1p  和每层采样数为 10000。图 6 不仅展示了 33 3

, 
 


s

H v 的近似后验

样本和概率密度直方图，还给出了基于 aBUS 算法所得后验样本拟合的
3 各分量的概率密度图

像 PDF（红色实线）。对比
3 各分量（即

1H ，
2H ， ,1sv ， ,2sv ， ,3sv ）的 PDF与概率密度直方图

可以发现 aBUS 和所提 ABC 方法的结果较为一致，说明了所提方法获得的后验分布近似解相对

准确且合理。 

 

 

图 6 虚拟场地的不确定参数后验样本和概率密度直方图 

Fig. 6Posterior samples of uncertain parameters for the virtual site and corresponding probability 

density histograms 

图 7a展示了 vs 剖面后验样本（实线），同时将公式（19）的值代入公式（12）计算了似然函

数
3( | , 3)obsp N  d 的近似估计值。根据似然函数估计值，

3 的近似后验最可能值（ABC-MAP）
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被确定，如图 7a 中方块实线所示。为了方便比较，本文同时基于 aBUS 算法确定了
3 的 MAP

（aBUS-MAP），如图 7a中虚线所示。对比 ABC-MAP、aBUS-MAP和该虚拟场地的实际 vs 剖面

（圆圈实线）可以发现三者基本重合，验证了所提方法得到的 vs 剖面。图 7b中对比了给定 ABC-

MAP时计算得到的理论频散曲线与合成频散数据，两者一致，进一步验证了所提方法。 

 
 

a 虚拟场地 vs 剖面的后验样本 b 合成频散数据与 ABC-MAP的理论频散曲线 

图 7 合成频散数据的反演结果 

Fig.7 Inversion results of the synthetic dispersion data 

表 1对比了 aBUS和 ABC的计算时间和调用频散函数 F 的次数。因为每次试算候选样本所

提方法需计算
1sub

c 的维度等于 1sub

fN （即
1sub

obsd 的维度，本算例中 1sub

fN =3）；而 aBUS算法需要计算

整条理论频散曲线 c （ c 的维度 fN =71）。所以 aBUS 算法调用频散函数 F 总次数远大于所提方

法。相较于 aBUS算法，所提方法的计算时间缩短了 14.8倍，计算效率显著提高。 

表 1所提方法和 aBUS算法在虚拟场地的计算效率对比 

Table 1 Comparison of computation efficiency between the proposed approach and aBUS 

algorithm at the virtual site 

 c 或者
1sub

c 的维度 调用 F 总次数 时间(s) 

aBUS算法 71 4.53 108 1853 

所提方法 3 2.06 107 128 

比值 23.67 21.98 14.48 

此外，本文还开展了关于容差参数 h 的敏感性分析，旨在探讨不同 h 对反演结果的影响。当

h 从 10 减少至 2，图 7a 显示了模拟样本 obs

~

d 落入失效域
h 的概率随 h 变化的曲线。此概率与

( | )obsABCp Nd 成正比，可通过子集模拟估算（Chiachio et al., 2014）。结果表明，当 h<3.25，
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ln[ ( | )]obsABCp Nd 迅速降低， ( | )obsABCp Nd 趋近于零，表明模拟样本 obs

~

d 落入失效域
h 的可能性

显著降低，从而导致难以从
h 中采样（即后验分布估计变得困难）。图 7b 展示了模型参数后验

方差对数值随 h 变化的曲线，当 h<3.25，各参数的方差对数值均呈现出迅速下降的趋势。此现象

可通过图 7a的观察结果解释：ABC-SubSim算法依赖MCMC从子集模拟构建的中间失效域中抽

样，随着中间失效域的容差 th 逐渐减小（如 3.25th  ），模拟样本 obs

~

d 落入失效域 t

h 可能性迅速

减小，导致MCMC样本接受率降低，有效样本数量减少，进而影响模型参数后验方差估计的准

确性。因此，h 值过小会降低基于 ABC方法得到的后验估计量的精度。 

  

a 模拟样本落入
h 的概率 b 模型参数后验方差 

图 8 容差参数对反演结果影响 

Fig. 8 Effects of the tolerance parameter on inversion results 

4.2 多模态数据 

4.1节的算例仅考虑了基模态（M0）数据，为了验证所提方法对多模态数据的适用性，本文

进一步向该组基模态数据中添加第一较高模态（M1）数据，以模拟多模态数据混合情况（即M0

和 M1 混合）。如图 9 中方块标记的数据点所示，本节遵循 4.1 节中生成模拟数据的方法，从频

率 30f  Hz到 80Hz，每隔 1Hz模拟一个M1观测相速度。M0和M1数据点共计
fN =122，以此

构成一个混合模态数据集
obsd 。然后，本文将

obsd 拆分成两个互斥子集
1

,1 ,44 ,71, ,
sub

obs obs obs obsd d d   d

和
2 1

\
sub sub

obs obs obsd d d ，假定
1sub

obsd 仅包含 3 个 M0 数据点，而
2sub

obsd 中数据点的模态数未知，以此验

证所提方法。 

 



 

18 

 

 

图 9 合成多模态频散数据 

Fig.9 Synthetic multimodal dispersion data 

考虑与 4.1节相同的先验信息，本文使用所提方法反演了多模态频散曲线数据，其中容差参

数 h 仍取 3.25。反演结果如图 10所示，图中散点表示模型参数的近似后验样本；柱状图表示统

计近似后验样本所得各参数的边缘后验概率；虚线代表由 aBUS算法所得参数边缘后验 PDF，本

文将其与所提方法结果进行对比；实线代表基于M0频散曲线数据的反演结果（见图 6）。各参数

边缘后验概率直方图和 aBUS算法结果（虚线）基本一致，验证了所提方法对多模态数据的适用

性。反演多模态数据所得参数 的 PDF（虚线）或直方图比反演M0数据结果（实线）更窄，

说明考虑多模态数据能有效提高特定深度范围（与M1数据频带宽度有关）
sv 剖面可识别性。图

11a 显示了 ABC-MAP、aBUS-MAP和实际 vs 剖面基本重合，而且图 11b也显示给定 ABC-MAP

计算所得理论 M0 和 M1 频散曲线分别与对应模态数据拟合，进一步说明了所提方法的适用性。

表 2对比了 aBUS和 ABC分析多模态数据所用时间和调用频散函数 F 的次数。相较于 aBUS算

法，所提方法的计算时间缩短了近 10倍，计算效率显著提高。 

,2sv
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图 10 反演多模态数据所得不确定参数后验样本和概率密度直方图 

Fig. 10 Posterior samples of uncertain parameters and corresponding probability density 

histograms obtained by inverting multimodal data 

  

a多模态数据的 vs 剖面后验样本 b 多模频散数据与 ABC-MAP的理论频散曲线 

图 11 多模态频散数据的反演结果 

Fig.11 Inversion results of multimodal dispersion data 
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表 2 所提方法和 aBUS算法分析多模态数据的效率 

Table 1 Computation efficiency of the proposed approach and aBUS algorithm for inverting 

multimodal data 

 c 或者
1sub

c 的维度 调用 F 总次数 时间(s) 

aBUS算法 122 5.54 108 2300 

所提方法 3 3.88 107 236 

比值 40.67 14.25 9.74 

 

5 工程应用 

为了进一步说明所提方法，本文使用所提方法分析了一组真实场地的频散曲线，该数据由

Xia等（2002）在美国怀俄明州的MASW测试中获得，如图 12所示。将观测频散数据
obsd 分成

两个互斥子集
1

,1 ,9 ,17, ,
sub

obs obs obs obsd d d   d 和
2sub

obsd 用于计算 LF。该场地岩土体材料密度  已知（Xia 

et al., 2002），即  =2000kg/m3，泊松比 仍取为 0.3。根据场地实际情况，假设所反演的 vs 剖面

具有 3层（即 N=3），不确定模型参数为 3 1 2[ , ]H HH 和
,1 ,2 ,33

[ , , ]s s sv v v
s

v 。该工程应用中模型参

数先验信息与上一节类似，不再赘述。 

 

 

图 12 观测频散数据（引自 Xia等（2002）） 

Fig. 12 Observed dispersion data 

 

基于以上信息，本文使用所提方法求解后验分布
3( | , 3)obsp N  d 的近似解，其中容差参数

h=3.63。所提方法和 aBUS 算法采用相同的子集模拟参数设置，即
0 0.1p  和每层模拟样本数为

10000。图 13展示了
3 的近似后验样本和其概率密度直方图，

3 各分量的概率密度直方图与基
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于 aBUS算法结果得到的 PDF（红色实线）匹配较好，说明所提方法仍能获得相对准确的后验分

布。图 14a展示了 vs 剖面的后验样本和对应似然函数
3( | , 3)obsp N d 的估计值。本研究发现所

提方法确定的 vs 剖面的 ABC-MAP与 aBUS-MAP吻合，而且 ABC-MAP和 Xia等（2002）报道

的基于确定性方法反演结果（三角实线）以及由悬挂 P-S测井记录（Suspension P-S Logging）（简

称 P-S记录）得到的 vs 测量结果（圆圈实线）三者随深度变化趋势一致。图 14b显示了给定 ABC-

MAP 时计算得到的理论频散曲线与观测频散数据拟合良好，该拟合效果可由图 14c 所示相对残

差分布进一步验证：在所有频率点上，理论值与实测值之间的相对残差均小于 4%。进一步验证

了所提方法在实际应用中的有效性。 

最后，本文对比了所提方法与 aBUS算法的效率。如表 3所示，所提方法在工程应用中仍然

具有较高计算效率。基于模拟算例和工程应用，本文通过对比 aBUS算法，验证了方法的高效性；

未来可进一步开展与其他贝叶斯反演方法的计算效率对比研究，以更全面展示方法优势。 

 

 

图 13 实际场地不确定参数的后验样本和概率密度直方图 

Fig. 13 Posterior samples of uncertain parameters for the real-life site and corresponding 

probability density histograms 
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a 实际场地 vs 剖面的后验样本 b 观测频散数据与 ABC-MAP的理论频散曲线 

 

c 观测与理论值的相对残差 

图 14 观测频散数据的反演结果 

Fig.14 Inversion results of the observed dispersion data 

 

表 4 工程应用中所提方法和 aBUS算法计算效率对比 

Table 2 Comparison of computation efficiency between the proposed approach and aBUS  

 c 或者
1sub

c 的维度 调用 F 总次数 时间(s) 

aBUS方法 17 6.63 107 308 

所提方法 3 1.41 107 117 

比值 5.67 4.71 2.63 
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6 结论 

本文提出了一种基于近似贝叶斯计算（ABC）的多道面波频散曲线概率反演方法，量化 vs 剖

面反演结果的不确定性，并使用模拟算例和工程案例说明了所提方法，主要结论如下： 

（1）所提方法相较于其他基于随机模拟的数值方法更加高效。本文推导了量化模拟数据和

实际数据相似程度的距离测度 LF，基于 ABC 算法和所提 LF 极大减少了贝叶斯方程求解过程中

频散函数求根运算次数，其他数值方法不具备该优势。同时，本文使用了子集模拟采样，克服了

频散曲线反演问题中小概率事件采样的困难，进一步提高了所提方法的效率。 

（2）所提方法解决了传统 ABC 算法难以获得 vs 剖面的后验最可能值的问题。基于所提距

离测度 LF，本文能够快速估算后验 vs 剖面对应似然函数的值，并确定 vs 剖面的后验最可能值，

为岩土工程勘察中地球物理数据的快速概率分析提供了有效参考。 

（3）所提方法可用于反演多模态的面波频散数据。实际工程中，经常会面临无法区分频散

曲线不同模态的情况，可能导致传统反演方法的结果不准确。然而，所提方法仅需已知部分数据

点（如基模态数据点）的模态数，即可反演 vs剖面，而无需确定剩余数据点的模态数。由于篇幅

有限，将在后续研究中通过更多实际算例证明方法。 
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