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摘要!对分布式多重网格计算进行了研究’其顺序算法描述的是非递归形式$算法并行化是

基于区域分裂实现的’网状拓扑结构组织在多处理机上$并行算法映射到多进程上$在一定程

度上显著提高并行化速度和并行化效率’
关键词!分布式%多重网格计算%网状拓扑结构%并行化’
中图分类号!EF#)*!!!!文献标识码!G
文章编号!*)))@!#B#"!))*#)#@)#!#@)+
作者简介!罗铁祥"*A"##$男$讲师$*AB"年毕业于武汉测绘科技大学$主要从事并行算法与

高性能计算技术&多媒体技术的研究’

!!地震学&空气动力学&原子物理&核物理和等离

子物理等学科的数值模拟涉及相当大的偏微分方程

组’多重网格方法是一类特殊的求偏微分方程数值

解迭方法’*($在科学计算领域中应用极为广泛’随着

并行计算的发展$它的并行化引起人们的普遍重

视’!$#(’本文主要研究多重网格方法的分布式计算’

图*!等距网格

H3I’* :538%.J&=J4<04KK%J-35
*!椭圆方程离散化与非递归多重网格

迭代算法

简单的典型椭圆方程是泊松方程
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!"
"#!$

"!"
"%" #! &’( "*#

其中$’&’"#$%#不恒为零$主要定解问题是边值问

题$即求出未知函数"&""#$%#在某区域!内满足

公式"*#$并且在边界!上满足给定的条件$第一类

边界条件给定函数考虑!&))###*$)#%#**$
边值条件!)"&)的椭圆方程"*#定解问题(设定

*为自然数$取+&*+*$在!上画纵横线

#,&,+$%,&-+!",$-&)$,$*#
建立等距网格$如图*$*&B(

直线的交点"#,$%,#称格点$记为",$-#$其中

,&*$,$*!*$-&*$,$*!*(在!内$称其为内

格点%在!上的称为边界格点(格式",$-#的函数值

""#,$%,#记为",$-$对于内格点$用差商代替微商$得
到差分方程组

C",$-!"",!*$-$",$*$-$",$-!*$",$-$*#&

!+!’,$-$",$-&*$,$*!*#( "!#
排列未知数",$-$并且相应地排列方程的次序$可得

!"L#’ "##
其中$系数矩阵!为块三对角线矩阵$如

$ %
% $ %

,

% $ %
%

$

%

&

’$
$和%都是"*!*#."*!*#矩阵$且$本身又是

三对角线矩阵$而%L&+C$&为单位矩阵$向量"未

知’
"EL""*$*$"*$!$,$"*$*!*$"!$*$"!$!$,$"!$*!*$
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"#"*!*#*#"*!*#!#"#"*!*#*!*$#向 量 # 已 知#
/%,!*$%*!*$$-&’,#-(

用雅可比和高斯!赛德尔型迭代法求解公式

%#$#其收敛性有时很难令人满意(
假定*为!的乘方#即*&!0#取+*&*&!1#1&

)#*#"#0#在!上面画等距纵横线#得到多重网格

!&’%,#-$()),#-)!1$*((
当1&)时得最粗的网格#1&&I*时得最细的网格(
从最粗的网格到最细的网格#自然地形成一个层次(

在细网格上的迭代适合求线性方程组的准确

解#而在粗网格上的迭代一般能够加快收敛速度(适
当组合细网格和粗网格上的迭代#可得多重网格算

法)**(
取+1 作细网格!1#+1!*&!+1 作粗网格!1!*(

%*$式在!1 上的离散化方程为

2131&/1( %C$
任取3%)$

1 作%C$式的初始近似解#按

"%4$,#- &*C%+
!’,#- $"%4!*$,!*#- $"%4!*$,$*#- $"%4!*$,#-!* $

"%4!*$,#-$*$#%,#-&*#"#*!*$(
对213%)$

1 &/1 作5* 次平滑61#得近似解3%5*$1 &
6%5*$1 %3%)$

1 #/1$#其误差71&31!3%5*$1 (将71 插入方

程2*31!/1&)#得
2171&21%31!3%5*$1 $&2131!213%5*$1 #

即2171&/1!213%5*$1 #它是3%5*$1 的缺陷方程(此方

程与方程%C$等价#其解71 为3%5*$1 的校正值#即

31&3%5*$1 $71(
缺陷方程同方程%C$一样#可以在!1 上求解(然

而#为了加快收敛速度#将/1!213%5*$1 从!1 映射到

!1!*上#81)/1!213%5*$1 *91!*#并在!1!*上构造方程

21!*:1!*&91!*( %+$
其中21!*与21 类似(方程%+$的解能够在!1!*上快

速求出#而要作为方程%C$的近似解的校正值#它还

必须从!1!*映射到!1 上#;1!*):1!**71(校正后#
再作5! 次平滑#可得方程%C$的新的近似解3%5!$1 (
上述过程如图!所示(

图!简化得图#-%$形周期$#重复得图#M%N

3%5*$1 +6%5*$1 %3%)$1 #/1$ 3%5!$1 +6%5!$1 %3%5*$1 $71#/1$
9*@1+81%/1!213%5*$1 $ 71+;1!*:1!*"

:1!*+2%!*$1 91!*

图!!粗网格校正

H3I’! 9%-.<4I.3K2%..42/3%5

图#!周期性精网格校正

H3I’# F4.3%K328354I.3K2%..42/3%5
图中%’表示平滑+,’表示压缩%细@粗网格映射$+&’表示扩充%粗

@细网格映射$+-’表示求准确解’

图C!多重网格迭代

H3I’C ?7&/3I.3K2=2&323/4.-/3%5

形周期$和图#2%"形周期$粗网格校正’
使用更粗的网格#递归地进行粗网格校正#可得

$形周期%图C-$,N形周期%图CM#图C2$和"形周

期多重网格迭代’
一般而言#用0&&I*表示最细的网格层#1跟

踪网格的细!粗,粗!细变化#<给定在粗网格上的

迭代次数#41 控制1层网格上的迭代#可得多重网格

算法)C*如下-
O.%24K7.4!?>%P#:&#H&$+

M4I35!&+P+

.4O4-/!:&+1%;*$& %:&#H&$+H&@*+Q&%H&@G&:&$+

&+&@*
75/3&!&L)+

R03&4!&#P!K%
M4I35!:)+G@*) H)
R03&4!S&L!!K%
M4I35!S&+)+:&+:&TF&@*%:&@*#H&@*$+&+&T*
45K+

:&L1%;!$& %:&TF&@*%:&@*#H&@*$#H&$+

38!&#P!/045
M4I3538!S&L)!/045!:&+)+

H&@*+Q&%1%;*$%:&#H&$#H&$+U&+U&T*#&+)
45K
45K
45K

此算法行为与V-2SM7<20递归算法类同#但在

最精网格上的迭代次数由%!#!*$%1!*$减少到#1!*#
且计算复杂度降低’收敛速度在网格加细时则不然#

C!#
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是一种"渐近最优#迭代算法’

W21 W22 W21 W22 W21 W22

W12W11W11 W12W12W11

图D!区域分裂

H3I’D W%J-35K42%JO%<3/3%5

!!算法并行化与分布式计算

算法并行化与所用的计算系统有关$所用的并

行机是由存储器%QG?&’#!位处理机和C对通讯

链路组成的高性能单片微处理机%图+&’通讯链路

用以同其他并行机互连$一组并行机互连$可以形成

一个多处理机系统$并发地操作$通过链路进行通

讯’

图+!单并行处理单元

H3I’+ 135I&4/.-5<O7/4.O.%24<<35I4&4J45/

图"!!X!处理机网状拓扑

H3I’" !X!O.%24<<%.J4<0/%O%&%I=

!!多个处理机能够配置成流水线型’网状或超立

方拓扑结构$以适应算法并行设计与实现的需要’设
计并行算法的一条基本途径是重新排列网格结点的

次序’格点红@黑相间排序方法是最典型的’若,$-
&)%J%K!&$格点%,$-&称为红点$若,$-L*%J%K
!&$称为黑点’按红@黑排序$其并行平滑算法为!
%*&并行更新所有的红点(%!&同时将红点的信息传

给黑点(%#&并行更新所有的黑点(%C&同时将黑点的

信息传送给红点’
在处理机数目不多的情况下$可将区域分裂成

若干个子域$以此为基础构造并行算法$并配以与子

域数目相同的处理机$实现多重网格计算与通讯的

并行’
就C个处理机而言$可以把它们配置成网状结

构$如图"’
区域分裂就是分裂建立在该区域基础上的所有

网格$以#重网格为例$对它们作相同的划分$将区

域!分裂成与处理机数目相同的子域$如图D’
一个子域的多重网格计算与通讯可由一个进程

负责’程序设计可通过改变多重网格算法中格点’已
知函数和未知函数的下标实现$并行程序依次映射

到各处理机上$负责相邻子域多重网格计算的进程$
通过发送和接收信息实现同步’平滑使用红@黑点

高斯@赛德尔松弛方法$各进程并行更新其子域内

的红点$同时将内部边界上的黑点信息发送给相邻

的进程$并接收相邻进程发送来的黑点信息$随后并

行更新内部边界上的红点’黑点的更新和与之相伴

的信息传递是类似的’例如$负责子域!**&)%,$-&(
)),$-)!1!**多重网格计算和通讯的并 行 进 程

=>**实现平滑6的程序段如下!
8%.!SL)!/%*!K%
8%.!YL*!/%!!&@*@!!K%35O-.-&&4&
8%.!3L%YJ%K!&TS!/%!!&@*@!!</4O!K%

73$YL
*
C
%0!83$YT73@*$YT73T*$YT73$Y@*T73$YT*&

F*!！!%73$Y&$3L!&@*@*$YL!@S$C@S$+$!&@*TS@!

+!#
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图B!并行平滑与边界数据交换

H3I’B F-.-&&4&<J%%/035I-5KM%75K-.=K-/-4Z20-5I4

!!F*!？!"73#Y$#3L!&@*#YL#@S#+@S#%#!&@3@S@*
F!*！!"73#Y$#3L!@S#C@S#%#!&@*TS@!#YL!&@*@*

F!*？!"73#Y$#3L#@S#+@S#%#!&@*@S@*#YL!&@*

3L!&@*@*
8%.!YLST*/%!&@*@S@*!</4O!K%

73#YL
*
C
"0!83#YT73@*#YT73T*#YT73#Y@*T73#YT*$

6L!&@*@*
8%.!3LST*!/%!!&@*@S@*!</4O!K%

73#YL
*
C
"0!83#YT73@*#YT73T*#YT73#Y@*T73#YT*$

图A!网格间映射

H3I’A [5/4.I.3KJ-OO35I

其中#！表示发送信息#？表示接收信息’例如#F*!！

"",#-$表示经连接处理机F*!的输出链路向并行进程

=>*!发送向量"",#-$#F!*？"",#-$表示经连接F!*的

输入链路从=>!*那里接收"",#-$’具体执行情况如

图B所示’
细@粗网格映射采取五点加权平均压缩方法#

各进程并行压缩内点#同时交换边界数据"可能是单

向发送或接收$’子域!**上的细@粗网格映射如图

A所示’
粗@细网格映射使用插值方法#如图A所示#但

映射方向相反’考虑如下问题&

! "
!"
"#!$

"!"
"%" $! &C"!&")#*$!$#

!!"&#!$%!""!$(
取*&*!B#+0L*’!&I*L*’*!B#确定最细的网格#
其加粗使用标准化方法#处理机配置成?.?"?&
*#!#%#+$网状拓扑结构(相应地#区域!分裂成

?.?个矩阵子域#每个处理机上安排一个进程#负

责相应子域的多重网格计算#对于每一个进程#迭代

周期定为@#先后平滑次数分别定为!和*#平滑用

红@黑点高斯@赛德尔松弛法#网格映射使用加权

平均压缩和插值扩充方法#直接求解在最精的网格

上进行’
实验结果表明#执行"计算和通讯$时间"相对

值$"表*$对于固定精度而言#与网格精细有关#即

与离散方程的未知数个数成正比’单处理机在多重

网格上执行时间为CC"’#"#这个结果比运行H\Q]
EQG(程序(*)求解同一问题的执行时间快一倍多#
与多处理机执行时间相比#加速因子随网格尺寸"一
个方向的格点数$大小而变’随着网格的细化#加速

因子接近*’!##这表明&处理机数越多#格点数越

大#加速效果越好#处理机的效率#即多处理机加速

与数目之比#随格点数目增加而提高’格点数目一

定#增加处理机数目#效率反而有所下降#幅度与格

点数目大抵上成正比’对于最细的网格#处理机效率

可高达AÂ 左右(#)#一般能够维持在B)̂ 以上’

表!!执行时间

E-M&4* ,Z427/3;4/3J4

网络尺寸 * C A *" !+

*!D ##D’#" **B’!D CD’!C !+’!A *C’C+
"# B!’)! #"’A! *C’B) D’!B C’!C
#* !)’*) **’A) C’D# !’C) *’CB
*+ C’D* #’"D *’C+ )’D# )’CC
D )’AB *’*C )’CB )’!C )’*+
# )’*A )’!# )’!* )’*+ )’*#

#!结论

本文叙述的非递归多重网格算法#其思想简单#
具有广泛的适用性’通过区域分裂创建的多重网格

并行进程#运行时能够保持负载平衡#减少通讯开

销’在*台处理机上的计算速度比递归计算快一倍

多#同最多!+个处理机并行计算比较#顺序’并行加

速显著#接近达到线性加速’并行化效率提高幅度

大#一般可达百分之八九十左右’

"!#
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