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摘要!从电磁场的B,CD3&&方程出发"根据电磁场的边值问题及变分公式建立了有限元方程

组’采用可以模拟较为复杂的空间地质构造和地形起伏的四面体单元离散计算区域#单元中

的插值函数选择了精度较高的十点双二次多项式#并采用连续的双二次多项式插值函数来模

拟计算区域内单元中电导率!的空间变化’推导出了地下变电导率!条件下计算三维电磁场

的有限元单元方程的解析表达式#采用伽辽金方法推导出了散度效正有限元方程组’根据所

推导的公式"编制了三维有限元的计算程序’数值计算结果表明"上述公式推导正确"为三维

电磁场的数值计算提供了一条有效的新途径’
关键词!三维电磁场#有限元#电导率’
中图分类号!E@@*!!!!文献标识码!F
文章编号!*)))>!G?G$!))!%)#>)""H>)H
作者简介!黄临平$*A#@>%"男"副教授"现在石油大学做博士后研究"主要研究方向为地球

物理正&反演方法理论’

!!GI电磁法的数值模拟计算方法"通过国内外不

少学者多年的研究’*!@("取得了一些有意义的成果’
但由于其数值计算过于繁复并受计算机内存&计算

时间及计算量的限制"除了电导率分界面和某些简

单几何形体$如球体或柱体%外"三维模型响应的计

算较为困难’所以GI电磁场的正&反演计算在实际

资料处理中的应用仍然不多见’本文从电磁场的

B,CD3&&方程出发"根据电磁场的边值问题及变分

公式建立有限元方程组"首次推导出了地下变电导

率!条件下采用四面体单元计算三维电磁场的有限

元单元方程的解析表达式#并利用伽辽金方法推导

出了散度效正有限元方程组’数值计算时采用可以

模拟较为复杂的空间地质构造和地形起伏的四面体

单元离散计算区域#采用了与常规有限元不同的向

上&向下收缩网格单元的剖分技术"大大地减少剖分

单元及节点数"可节省计算机内存’解方程采用了高

效的&收敛速度快的复双共轭梯度法$J8K8L8=%’对
于大型稀疏对称矩阵"采用一维压缩内存存储方法

$即仅存系数矩阵的非零元素%"在微机上可实现三

维电磁问题的求解’数值计算结果表明"上述公式推

导正确"为三维电磁场的数值计算提供了一条有效

的新途径’

*!三维介质中的电磁场与变分原理

#’#!三维介质中电磁场的边值问题

由电磁场的B,CD3&&方程"角频率为"$时间因

子为3>!""%的电磁场的基本方程为)

"#!M>!"#" " $*%

"#"M$!$!"$%!M)’ $!%
将式$!%代入式$*%导出导电媒质中的GI正演

计算的!的微分方程为)

"# *
#"#$ %! >!"$!$!"$%!M)’ $G%

式中)导磁率#为常数#导电率!为空间变化函数’
设初始大地电磁波是平面波场"初始电场!的

偏振方向沿%轴"如图*"选取足够大的六面体区

域"三维不均匀体产生的异常电磁场在区域边界%
上为零"则电磁场的边界条件是)

$*%在&’()面上"

*% +*"*, +)"*-+)’
$!%在@个垂直边界面上"电磁场的传播方向垂

直向下与边界的法向垂直"即)
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图*!计算区域示意

N2O’* 0P3.1/%71,&16&,.2%4,-3,;

!!!Q"#%’
"G#在*./0 底面上$电磁波按指数规律向下

传播$
*% +13$&-$*,+)$*-+)’ "@#

式中%1是常数&&M >!"#!$ -&!是*./0 面以下的

均质电导率’
#’$!变分公式

应用广义变分原理的定义$对于我们研究的电

磁场方程"G#及相应的边界条件的变分为%
."!#M

*
!%%%2 *#""Q!#’""Q!#>!""!$!"$#!’( )!R2S
!%%3 "#Q!#’"#Q"Q!( )#R3’ "H#

!!二次插值三维有限元分析

$’#!区域离散

有限单元的剖分是有限元中必不可少的关键性

环节’考虑到电磁场的变化规律及模拟复杂地质形

体的需求$本次研究采用的基本单元是四面体单元$
并采用了与常规有限元不同的网格剖分技术’具体

方法是将场域划分成若干个曲面层$每个曲面层再

由若干个六面体单元组成$每个六面体单元分别由

*!个四面体或!!个四面体组成’由于近地表剖分

单元的密度要求高$而在上部空气中和深部单元的

密度可相对低$因而在实际剖分时对于空气中和不

同深度的曲面层使用不等距的网格剖分$分别采用

向上收缩网格或向下收缩网格的方法$大大地减少

了单元和节点数’图!,为常规有限元划分示意图&
图!T为向上*向下收缩网格划分示意图&显然$图

!T网格的节点数将大为减少’

图!!有限元剖分断面示意

N2O’! 0P3.1/%71-%;;;31.2%4%77242.33&3U34.;
,’常规有限元划分&T’网格收缩划分

$’$!单元插值

三维区域单元插值采用完全双二次插值函数$
由此我们可以得到一个单元中未知解的表达式%

!*4+&
5

6+*
746*4++74,V+*4,++*4,V+74,’"##

式中%5是单元的节点数&746 是单元基函数’
$’!!单元方程组的建立

由式"H#泛函"暂不考虑面积分项#可写成%

."!#M&
8

4M*
.4"!4#’ ""#

式中%8表示单元总数&.4 是子泛函’
.4"!4#+

!*!%%%2 ’*-
’,$

’*,
’" #-

!

9 ’*%
’- $

’*-
’" #%

!( 9

! ’*,’%$
’*%
’" #, )! R2$*!%%%2!"#!*!%"( 9

!*!,9*!#)- R2’ "?#
在*)个节点的第4个四面体单元内$将电场的

G个分量*%$*,$*- 及电导率!的插值函数代入到

式"?#中$再对*%6$*,6$*-6求偏导数$可得%

’.4
’!+ ,4 + (:4( )* !+ ,4 +

:4%%!:4%,!:4%-
:4,%!:4,,!:4,-
:4-%!:4-,!:4--

*4%
*4,
*4-

’"A#

显然对于上述矩阵中的元素$我们首次用解析

的方法求出 :4( )%% $:4( ),, $:4( )-- $:4( )%- $:4-( ), 和

:4%( ), 的表达式’而通常认为二次插值有限元只能

用数值积分的方法求矩阵中的元素’
当有限单元的边界面落在*./0底面上时$边

界积分泛函为%

.4;"!4#+%%
3
*%’*%’- 9*,

’*,
’" #- R%R,$ "*)#

#""
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(:4" #! !$ %4 +
:*4%%!)!)
)!:*4,,!)
)!)!)

*4%
*4,
*4-

’ &**’

边界面上采用二阶三角形单元(:*4%%(:*4,,系数

矩阵可用三角形单元基函数导出解析计算表达式’
散度效正!应用上述有限元方程组公式能够求

解三维电磁场矢量问题’但是研究结果表明(方程

&G’不能唯一地确定*(只能获得方程的*个解’因
此为了唯一确定!(必须强加规范条件(即!

")&!!’M)’ &*!’
可采用伽辽金方法推导散度效正有限元方程组为!

(:4" #G !$ %4 +
):4%%!):4%,!):4%-
!)!! )!! )
!)!! )!! )

*4%
*4,
*4-

’ &*G’

式中!):4" #%% ():4%" #, 和 ):4" #%- 为散度效正系数

矩阵’同样可求出散度效正系数矩阵的表达式’
$’%!方程组的组合

有了单元方程&A’(&*)’和&*G’式后(我们可以

将所有的8单元组合起来(然后再对.应用驻点条

件(得到方程组!

’.
’$ %! +&

8

4+*

’.4
’!$ %4 +

!&
8

4+*

(:4" #* 9 (:4" #! 9 (:4" #& ’G !$ %4 + $%) ’ &*@’

写成紧凑形式为!
" #: $%! + $%; ’ &*H’

$’&!方程的求解

对于式&*H’的有限元方程(我们分别试验了多

种解方程组的方法(直接解法中有W9分解*WIWV

分解方法*=,;6;;法和带状矩阵算法等方法+迭代

法分别试验了共轭梯度法和复双共轭梯度法’研究

发现(当线性方程组系数矩阵的条件数较差时(W9
分解方法最为稳定’如果系数矩阵中将散度效正项

考虑进去(方程组的系数矩阵变为不对称(系数矩阵

需要存储满阵(这样就很难满足三维电磁问题的求

解’复双共轭梯度法收敛速度快(该方法适用大型稀

疏对称矩阵(采用一维压缩内存存储方法(在微机上

可实现三维电磁问题的求解’

G!数值计算结果与问题讨论

!’#!视电阻率的计算

解有限元方程组(求得各节点*%(*,(*- 场值

后(由二次插值基函数的公式(可以分别计算各节点

上的*%(*,(*- 对%(,和-的导数(将B,CD3&&方程

组在直角坐标中展开(即可计算各节点的磁场分量’
与二维模型不同(在三维模型的条件下#个电

磁场分量都耦合在一起(不能解耦成为独立的相互

无关的一些波形组’但可以证明(与二维模型情况相

似(电磁场分量之间仍存在复系数线性关系’因此(
在三维介质情况下(与二维介质情况类似(大地电磁

场水平分量之间仍存在复系数线性关系(大地电场

与磁场之间与二阶张量阻抗联系起来’
*% +<%%0%9<%,0,( &*#’

*,+<,%0%9<,,0,’ &*"’
上式中每个量都是复数’为了计算阻抗要素(需

要对某一频率的电磁场做!次不同场源方向的独立

计算(然后联合求解上式(即可求得阻抗要素’最后(
由阻抗要素计算视电阻率’

图G!三维不均匀模型示意

N2O’G 0P3.1/%7GIU%R3&

!’$!数值计算结果与问题讨论

根据上述理论推导所导出的公式(笔者编制了

三维有限元电磁场计算程序’下面讨论计算结果’
设计了三维不均匀模型&图G’(围岩的电阻率

为*)")U(模型的大小与电性分布如图G所示’计
算时单元的划分从第*层到第#层的厚度分别为!

AH))(H))(!))(#))(*!))和#)))U’
图@是频率分别为*))XY和*XY时计算的地

面的’%%(’%,(’,%(’,,视电阻率等值图’从定性的分析

计算结果来看(!个频率的计算结果相比较(计算结

果基本上反映了电磁场的传播规律(高频*))XY的

计算结果基本反映了地下浅层的高阻体分布(而低

频*XY时的计算结果更多的是反映深部的信息(计
算得到的地面的视电阻率值更接近于*)")U’

问题讨论!单元划分大小对计算精度的影响’
为了研究三维有限单元的大小对计算精度的影

"""
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表#!模型垂向划分厚度

V,T&3* $3-.21,&./21P43;;%7U%R3&; U

第一层 第二层 第三层 第四层 第五层 第六层

模型* AH) H) !) @) *!) H))
模型! AH) H) *) ") *!) H))
模型G AH) H) !)) H)) *)))! H)))!
模型@ AH) H) H)) ")) *H))! H)))!

图@!*))XY",#$*XY"T#视电阻率分布立体图

N2O’@ B,Z%7-3;2;.,413R2;.-2T6.2%464R3-./37-3[6341<
%7*))XY",#$*XY"T#

响$我们计算了均匀大地模型$地下电导率固定为

)’*;%U$分别对地下单元取不同的垂向厚度$具体

每层划分的厚度见表*’对于这些模型$我们计算了

当频率为*))XY时地面的’%%$’%,$’,%$’,,视电阻率

值$表!为@个模型在中间一条剖面上的’%,值’
当频率为*))XY$地下电阻率为*)"&U时$

电磁波的趋肤深度为*#)U左右$从表!的结果可

以看出$模型*和模型!计算的结果较为准确$而模

型G和模型@的计算结果与理论值相差较大’这是

因为模型*和模型!垂向划分单元的厚度较小$小
于电磁波趋肤深度$二次插值函数满足模拟电磁场

表$!#’’()模型在中间一条剖面上的!$%
V,T&3! $,&63;%7’%,,../3U2RR&3Z-%72&364R3-./37-3K

[6341<%7*))XY "&U

模型* 模型! 模型G 模型@

A’??* A’?AH *G’?*? *#’")*
*)’*HA *)’*H) *H’H@A *A’G?"
*)’**) *)’*#) *"’G?) !*’??)
*)’*H@ *)’*?G *#’)?) *A’AG?
*)’)A! *)’)G" *H’@"" *?’HAG
*)’!@" *)’!@A *H’?G? *A’!)?
*)’G)) *)’G!) *G’"G) *#’!H)
*)’!!) *)’!G" *H’?A? *A’?"@
A’G*? A’G@# *G’"?* *H’A)H

的变化’而模型G和模型@地下第一层的垂向网格

划分距离较大$模型G为!))U$模型@为H))U$都
大于电磁波的趋肤深度$所以计算的误差较大’因

此$为了保证一定的计算精度$近地表几层最好小于

电磁波的趋肤深度’
数值计算结果表明$均匀大地计算的误差小于

*\’对于不均匀三维模型的计算结果$由于目前没

有已知方法模型计算结果相比较$所以较难判断计

算结果的精度$有待做进一步验证’上述公式推导基

于地下变电导率!连续变化$四面体单元可模拟复

杂构造及地形$为三维电磁场的数值模拟计算提供

了一条有效的新途径’
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陕甘川邻接区地球化学特征 胡以铿等!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
松辽盆地十屋断陷异常低压体系及其成因机制 解习农等!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
放射性元素集中于上地壳的原因及其地球动力学意义 池顺良!!!!!!!!!!!!!!!!!!
内蒙古多伦史前人类遗存的发现及环境意义 田明中等!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
大别山北部榴辉岩的大地构造属性及冷却史 刘贻灿等!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
焉耆盆地侏罗系油气成藏期次分析 林社卿等!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
西藏易贡大滑坡成因探讨 吕杰堂等!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
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