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摘要!给出了有限颗粒法"J9K#的一个修正算法$用来模拟二维多孔介质中复杂的物理%生
物化学输运现象’该算法不仅具有与早先的J9K一样的优点$而且可以在更微观的水平上

保证质量守恒$获得更为准确的颗粒位置$从而有利于质量交换的高精度计算’计算结果与精

确解和早先的J9K的结果做了比较’
关键词!地下水污染&反应输运&生物降解&有限颗粒法’
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作者简介!曹圣山$男"A+BA@#$副教授$山东大学在读博士$中国海洋大学数学系工作$主要

从事数学建模%地下水流和水质的数学模型和数值模拟研究’,NE-3&’<<2-%!<35-’2%E

!!被污染含水层的生物治理$是涉及到各类生物%
化学反应$以及微生物增长%放射性衰减等液相与固

相间的各种质量交换的生物降解过程$其中$模拟微

生物%氧和其他化合物浓度分布的数值方法是一个重

要的%基本的研究课题$已越来越受到人们的重视’
一般地$用于描述此类现象的数学模型是一组

耦合的微分方程组$即所谓对流@弥散@反应微分

方程组(A$!)’通常求解这类偏微分方程组有几类数

值方法’有限差分法"JGK#%有限元法"J,K#%特征

线法"KO9#和随机游动法"PQK#’大量研究证明$
有限差分法和有限元法会产生过量%欠量和数值弥

散(*)$为此$有限差分法和有限元法通常都要求局部

L42&4/数小于A(M$#)’虽然 KO9及其修正形式可以

避免数值弥散$但是却不能保证很好地符合质量守

恒’PQK也是一种常用的模拟多孔介质中质量输

运的数值方法(B"+)$它不需要求解对流@弥散偏微

分方程组$而是跟踪全部颗粒$并模拟它们的物理%
生物和化学过程’PQK可以有效的消除数值弥散$
但是为保证解的光滑性$需要将颗粒数目取得尽可

能地大$而这将带来计算量的显著增加$况且$它难

以较好刻画峰值和尾值浓度(*$A))’G4&-=等(+)提出一

种PQK的修正形式$它不必单个跟踪每个颗粒$
而是将若干颗粒分别置于有限差分网格中集中%统
一模拟$这样既可以处理颗粒数量较大的情况又可

以处理结合一阶反应动力学的情况$然而$修正的

PQK只限于处理各向同性介质及均衡假设下的质

量交换和反应’另外$此方法强烈依赖网格步长的选

择$易产生人工弥散现象(+)’
175(*$A))提出了一种新数值方法$有限颗粒法

"8353/424&&E4/0%D$J9K#$它特别适合模拟多孔介

质中复 杂 的 生 物 化 学 输 运 过 程’与 PQK 相 比$
J9K既继承了PQK的优点’不需要解对流弥散方

程$即使是大L42&4/数的问题$也不会有数值弥散&
又在几方面不同于PQK’"A#J9K中的颗粒有一

定的体积$而不是数学上的点&"!#J9K中的颗粒所

携带的质量是可变的$而不是固定的&"*#在J9K
中$对不同相定义了不同的颗粒集&"M#在J9K中$
每个颗粒可以包含不只一种生物或化学成分$它们

之间的反应和交换可以是非均衡和持续的&"##不仅

在不同的颗粒之间存在质量交换$就是在一个颗粒

的内部$质量也可以变化’此外$从数值例子显示$
J9K算法能较好地模拟峰值和尾值浓度(*$A))’

在J9K中$对饱和含水层中的不可压缩流体$
由于每个单元能容纳的动颗粒个数是一定值$经过
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一个时间步长"根据对流#弥散及随机移动计算出所

有动颗粒的新位置"然而"由于颗粒速度及其随机移

动的计算误差"有些单元中的动颗粒数过多"有些单

元中的动颗粒数不足"为保证局部质量守恒"这些单

元中的某些动颗粒的位置就应该被重新调整"我们

称之为$颗粒重置%"其结果是使所有单元中的动颗

粒数均衡’然而"实际计算可知"早先的J9K其质

量守恒实际上仅仅是在不同的网格之间实现的"在
网格内部更微观的意义上"动颗粒数并不均衡’而

且"由于颗粒的位置直接影响到其所含各种成分的

质量变化"这将在一定程度上影响计算精度"同时也

易引起浓度值的振荡和人工弥散现象’
本文给出了J9K的一个修正算法"基本思想

是!每个时间步长后"颗粒重置是在不改变各动颗粒

之间的相对位置的前提下"使得每个单元内部的动

颗粒分布均匀化"我们称之为$摊饼法%’

A!多孔介质生物化学输运的数学模型

考虑含有生物化学反应的质量输运问题的数学

模型&!’(公式(A)"(#))"它们刻画了无需均衡假设

下的多孔介质中需氧微生物降解过程’
对有机污染物的反应输运"
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其中""08’液相中有机污染物浓度"表示为每单位体

积液相中有机污染物的质量(K*H*)+"0<’固相中有

机污染物浓度"表示为每单位体积固相中有机污染

物的质量(K*H*)+"E8’液相中微生物的浓度(K*

H*)+"E<’固相中微生物的浓度(K*H*)+"%8’液相中

氧的浓度(K*H*)+!’液相的体积因数(无量纲)"对

饱和流即为孔隙度+$’水动力弥散系数(H!*R)+&’
流体流速(H*R)+(’每单位质量微生物与其最大有

机污染物利用率的比例系数(A*R)+*2’有机污染物

的半饱和常数(K*H*)+*%’氧的半饱和常数(K*

H*)+’0("08""0<)’每单位液相和固相间有机污染物

的质量交换速率(K*H*R)+’E("E8""E<)’每单位液

相和固相间微生物的质量交换速率(K*H*R)++’微
生物的衰减速率(A*R)+"EE’天然有机污染物所能

支持的微生物的最小浓度(K*H*)+,’微生物的产生

系数(无量纲)+-’有机污染物的耗氧比率(无量纲)’
P-<03D和S-&7-.-20203&M’#K7.?0=和>355&AA’尝试了

多种形式的质量交换函数’0("8""<)和’E("8""<)’

!!修正的J9K算法

笔者给出一种修正的J9K算法"其前!个步

骤与早先的J9K一样"具体步骤如下!
(A)定义颗粒集’通常有两类颗粒集"即可动颗

粒集和固定颗粒集’
(!)跟踪模拟所有动颗粒的位置’经过一个时间

步长"计算出每个颗粒由于对流#弥散和随机移动到

的新位置"非均匀流场的一般公式为&*""’

.?(!)$!)%.?(!)#&T.$!)/A !"&&$" !&.& %

!/! !"/&$" !&0&
" (B)

0?(!)$!)%0?(!)#&T0$!)/A !"&&$" !&0& )

!/! !"/&$" !&.& ’ (C)

其中"&T.U&.V(#$..*#.)V(#$.0*#.)"&T0U&0V
(#$.0*#0)V(#$00*#0)’(.?(!)"0?(!))"(.?(!V$!)"

0?(!V$!))分别表示颗粒?在!和!V$!时刻的位置’
/A#/! 是!个具有独立标准正态分布的随机向量""&"

"/分别是纵向弥散度和横向弥散度’
(*)用$摊饼法%实现颗粒重置(此处所提颗粒均

*+M
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图A!实线所示的!个单元"上面是移入单元"即下游单

元"下面是移出单元"即上游单元

J3F’A RW%X&%2Y<<0%W5X=<%&3D&354"/047??4.3<D%W5N
</.4-EX&%2YW0320E-=X4-224?/24&&<"/04&%W4.3</04
7?</.4-EX&%2YW0320E-=X4<45D%7/24&&<

指动颗粒#’颗粒重置的基本依据有*个"即局部质

量守恒"含水层饱和与流体的不可压缩’具体做法

是$从顺序上说"是从上游向下游遍历所有单元"从
上游开始每个单元依次优先饱和’如果上游单元都

已经满了"将多余的颗粒移到下游单元中去’确定了

要移动的颗粒"再用%摊饼法&实现颗粒重置"具体

有!个步骤"首先"在初步颗粒重置时采用一种挤压

方法"保证经颗粒重置步骤后"相邻!个单元中的全

部颗粒的相对位置不变’其次"在上一步的基础上"
再用摊饼法"重新安排颗粒位置使之在每个单元内

部的颗粒分布均匀化’
所谓挤压法"如图A所示"将线A与线!之间的

所有颗粒"在不改变它们的相对位置的前提下"挤压

到线*与线!之间’记"待移动颗粒到要跨越的网格

线A(F.3D&354A#的距离从小到大存于数组$123
(1#"1UA")"4’4为移出单元中需移出的颗粒数’
下游单元中到网格线A距离不超过$56范围内的

颗粒数为7’各颗粒移动前的坐标为(89:$(1#"
,9:$(1##"1UA")"4)7"初步颗粒重置后的坐

标为(84;<1(1#",4;<1(1##"1UA")"4)7"完
成颗粒重置后的新坐标为(84;<-(1#",4;<-
(1##"1UA")"4)7’挤压法的计算公式为

2"=:#($56%$:9<#*($123(4#)$56#"("#
,4;<1(1##(A@2"=:#+($56)>?:4,#)
!2"=:+,9:$(1#"1#A")"4)7’ (+#
其中">?:4,为网格线A的纵坐标值"而$56和

$:9< 分别表示线!和线*到网格线A的距离’注
意"此时的移动无需改变颗粒的横坐标值’

以图A中所示下游单元为例"考虑用摊饼法将

其中所含颗粒均匀化’记">?:48为网格线!的横

坐标"设单元内的颗粒均匀分布后8",方向的颗粒

数分别为457@8 和457@,’该单元8",方向

的网格步长分别为$."$0"将单元内颗粒的8",
坐标分别排序’摊饼法的计算程序为

GO*#A"457@,
GO:#A"457@8
1#(*%A#457@8):
84;7-(1##>?:48V(:@)’###$.*457@8
,4;<-(1##>?:4,V(*@)’###$0*457@,
,(GGO

,(GGO
经上述处理"可将单元内任意分布的颗粒在与

颗粒尺度相当的尺度上均匀化"从而实现微观意义

上的局部质量守恒’数值例子说明"颗粒重置的方法

将直接影响到各种成分的浓度分布’
(M#与早先的J9K一样,*-"选择较小步长求解

方程(!#和(M#"分别模拟一个上述时间步长$!中每

个颗粒所产生的物理.生物.化学反应"及由此产生

的各种质量交换.衰减和增长"计算出每个颗粒中各

种成分的质量变化情况’
最后"以有限差分网格单元为窗口计算各单元

中心点处的各种浓度值’

*!数值算例

为便于比较"此处选取!个与175,*-完全相同

的数值例子和有限差分网格’
问题A’考虑二维无界区域中的均匀介质不变

流场’在其上某点(8)",)#处初始时刻瞬间注射质

量为7) 的示踪剂"流场流速&U&.U常数""&""/分

别是纵向弥散度和横向弥散度"精确解为,!-

"(."0"!## 7)*!
M%&!"&"" /

+

!4Z?%
(.%8)%&!#!

M"&&! %
(0%,)#!
M"/, -&! ’ (A)#

其中"&.UA"&0U)""&U)’)A""/U)’))#"!U)’!#"
7)UA’#B!#"8)U)’*C#",)U!’*C#"数值计算结

果见图!’可以看出"修正的J9K算法与原J9K算

法相比"无论是峰值的模拟还是弥散程度"都有了一

定程度的改善’精确解的图形显示中采用了子区域

平均的方式,*-"是为了与数值解有可比性’另外"从
图!D可以看出"结果有振荡"待进一步改善’

问题!’含水层几何尺寸为M)E[A)E的矩

形"如图*所示的平面区域’其中"=@和"$ 是不透

M+M
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图!!问题A的精确解和数值解结果比较

J3F’! 9%E?-.3<%5X4/W445-5-&=/32-&<%&7/3%5-5DJ9K<%&7/3%5<%8?.%X&4EA%5/048%7./0D-=-5D43F0/0D-=.4<?42/3;4&=
-"X’分别是精确解在第M天#第"天的子区域平均结果$2"D’分别是修正的J9K算法在第M天#第"天模拟结果$4"8’分别是原J9K算法

在第M天#第"天的模拟结果

图*!第M"#""天的有机污染物浓度模拟结果

J3F’* 9%5245/.-/3%5<%80=D.%2-.X%5<3E7&-/4DX=/04/W%J9K<%5/048%7./0D-="838/0D-=-5D43F0/0D-=.4<?42/3;4&=
-"2"4’原J9K算法的计算结果$X"D"8’修正的J9K算法的模拟结果

水边界"$=和"@ 是给定水头边界"$=处水头比

"@处水头高AE"对数水动力传导率场由纽带法生

成"其均值为*’)"标准差为A’!"相关长度为ME’
有限差分网格为均 匀 矩 形 网 格"其 中$.UAE"

$0U)’#E"共M)[!)个单元’除在%!"A)&单元有

机污染物浓度为A))EF’H其他各处初始浓度值均

为)"入水边界$= 处入水浓度为)’其他参数见

表A’有机污染物浓度模拟结果如图*’

#+M
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表!!数值模拟问题"时所用的各种参数值

R-X&4A $-&74<%8?-.-E4/4.<35?.%X&4E!

! "&"E "/"E ("D@A *2"#EF$H@A% *%"#EF$H@A% , - +"D@A (0-"D@A (0D"D@A (E-"D@A (ED"D@A

)’!# )’)A )’))# !) !’) )’! )’A *’) )’)! )’! )’)# )’A )’A

!!(0-和(0D分别表示有机污染物的吸附与解吸附速率系数&(E- 和(ED 分别表示微生物的吸附与解吸附速率系数’

!!数值模拟结果显示’J9K修正算法在一定程度

上改进了原J9K算法的计算精度’然而’模拟结果

的振荡现象依然存在’说明(摊饼法)实现颗粒重置

尚有不足’还需改进’而两种算法模拟结果的差异也

说明颗粒重置方法是颗粒跟踪方法的一个关键环

节’有待进一步研究’
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