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摘要!以非饱和土中溶质迁移参数反演问题为背景$依据正则化方法的思路$以E.,F6-,G0,2.$距离作为同伦函数中的平凡
问题$将同伦方法引入非线性参数反演问题的求解$进而提出一种求解非线性参数反演问题的大范围收敛"H$I$.$<E.,F6G
-,G0,2.$J3K6%,-2L,.2$4$HE0J#方法&为保证迭代稳定性$并同时削弱观测噪声的影响$同伦参数的修正采用了连续化修正
方法&本文将HE0J方法应用于求解带有平衡及非平衡吸附效应的一维非饱和土中溶质迁移参数反演问题$计算结果表明
HE0J方法具有大范围收敛性及计算稳健性$同时有较强的抵抗观测噪声的能力&
关键词!非饱和土&溶质迁移&非线性参数反演&同伦方法&E.,F6-,G0,2.$距离&正则化&
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!!研究溶质在土壤和地下水中的迁移规律时$参
数反演是重要内容之一&溶质在非饱和土中的迁移
转化方程可以表达为耦合不同效应的对流扩散方程

形式"’23%;34*$#(&$?"@D#$但该方程中的某些参
数很难直接测得$通常需要借助于某些实验手段&依

据计算结果与实验结果最佳拟合的原则$借助于数
值反演方法来确定其数值$这就是参数反演问题&
非饱和土中溶质迁移参数反演问题可以转化为

非线性无约束优化问题进行求解"064$?"")#&基于
O3:34U3-KG>,-W6,-T.迭代格式的非线性最小二乘
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方法是较早用于求解该类问题"且目前仍广泛使用
的一种方法&M,-F3-,4T#,4=3461/.34#?"@)$所
开发的一维溶质迁移过程的水动力学参数及溶质迁

移参数估计软件包8PRYER即基于这种方法&该软
件包在实际中已得到广泛使用#R$-;.34"?""@%
M,4K,4T>6--,<"?"""%N,I-,*$#(&"!((?$"并由
R$-2T3等#?""A$进行完善和改进&O3:34U3-KG>,-G
W6,-T.方法是对传统的=,6;;G’3V.$4法的改进"
该方法具有较好的计算效率"相对于=,6;;G’3V.$4
法而言"其收敛范围也大了很多&但在实际计算中"
若迭代初值选取不好"仍可能造成迭代的发散#刘钦
圣"?"@"$&启发式算法#如模拟退火#Q,--<,4T
>$--2;"?"""$等$可以对此进行改善"并可能寻求
到全局最优解&但该类方法本质上属于随即搜索方
法"相对而言"其计算效率较低&
同伦方法#王宇"?""D$是求解非线性问题的一

种有效方法&该方法对于求解初值的选取没有严格
限制"能够做到全局收敛&本文以带有平衡及非平衡
吸附效应的一维非饱和土中溶质迁移规律研究为背

景"将同伦方法引入非线性参数反演问题的求解%同
时在分析了同伦方法正则化效应的基础上"以
E.,F6-,G0,2.$距离#+%G5,-$6T2,4T>,F/$6%"?""?$
作为同伦函数中的平凡问题"进而提出求解非饱和
土中溶质迁移参数反演的一种方法"我们称之为
HE0J方法&为保证迭代稳定性"并同时削弱观测噪
声的影响"采用了连续化同伦修正方法&数值算例依
据数值模拟一维实验室土柱实验产生的模拟实验数

据"对纵向弥散度!&吸附系数)&沉淀速度)3&裂解
速度)C和相对最大沉淀量"进行反演计算&计算结
果表明了该方法的大范围收敛性及计算的稳健性&

?!溶质在非饱和土中的迁移规律模型

溶质在非饱和土中的迁移转化是一个十分复杂

的物理化学过程&这里我们考虑平衡吸附及非平衡
吸附效应&平衡吸附一般可以使用 H34-<公式&

Y-364T%21/公式或O,4KI62-公式表达#’23%;34*$
#(&"?"@D$"若使用H34-<公式"则平衡吸附方程可
以表达为’

D"A"$E
"
"F#!$

"A
"# $F G"#8A$"F & #?$

其中’D为迟滞系数"即DE#H%)%A为待求的溶质
浓度%)为吸附系数%%为干土样的密度#K(1I*$%#为

饱和度#体积含水率$%!为纵向弥散度%$为液相流速
#1I(/$%8为达西流速#1I(/$%F为空间坐标#1I$&
非平衡吸附包括物理非平衡吸附及化学非平衡

吸附"相应的可以采用!区域#.V$G-3K2$4$模型及!
位置#.V$G;2.3$模型描述&虽然物理非平衡吸附和化
学非平衡吸附基于不同的概念"但可归于相同的表
达形式#M,4K,4T>6--,<"?"""$"对于一维非饱和
土中的溶质迁移过程"相应的方程可以表达为’

D"A"$H%
"0
"$E

"
"F#!$

"A
"# $F G"#8A$"F & #!$

"0
"$E&

);#0(G0$AG0*& #*$

其中’0为吸附浓度%&为交换系数%;为分配系数"
0(为固相中最大吸附浓度&
方程#!$&#*$的初始及边界条件根据相应的实

验室土柱实验过程确定&所谓实验室土柱实验#图

?,$"就是将实验用土样封装于一维土柱中"在土柱
入流端分时不断供入一定浓度的溶液或蒸馏水"在
土柱出流端定时收集出流溶液"进而测得出流溶液
浓度随时间变化的曲线"即穿透曲线#图?U$&穿透
曲线一般作为反演的依据&

图?!实验室土柱实验#,$及穿透曲线#U$示意图

Y2K&? 0F3.1/I,S$7%,U$-,.$-<;$2%;1$%6I43XS3-2I34.
#,$,4TU-3,F./-$6K/16-:3#QR8$#U$

为计算方便"常以入流溶液的原始浓度A(做为
浓度A的特征量"以最大吸附浓度0( 作为吸附浓
度0的特征量"将方程#!$和#*$做无量纲化处理#O2
*$#(&"?"""$"无量纲的吸附浓度以0! 表示"无量
纲的浓度仍以A表示"整理后可得’

D"A"$H%)3"
#?G0!$AG%)C"0!E

"
"F#!$

"A
"# $F G"#8A$"F !!!!#(#F#,$&#)$

"0!
"$ E)3

#?G0!$AG)C0!!#(#F#,$&#A$

@)!
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其中!)3 为沉淀速度")C 为裂解速度""为相对最
大沉淀量"均为无量纲参数#,为土柱长度$1I%&
当入流采用方波输入时$即首先注入溶液"模拟

实际中的污染过程"一段时间后"再注入蒸馏水"以
模拟实际中的清洗过程%"入流端边界条件给定如下!

A$("$%E
?!!(#$#$?
(!!$?#$#$?H$&

!
!$FZ(%& $D%

$?和$!分别为入流端加入溶液及加蒸馏水的时间&
出流端边界条件可以给定为第二类边界条件$王超"
?""D#E4$63"!(((%!

"A$,"$%
"F E(!!!!!!$FE,%& $B%

初始条件为!A$F"(%E(!!!$(#F#,%& $@%
式$)%!$@%即为考虑平衡及非平衡吸附效应时溶质
在非饱和土中迁移的控制方程&当相关参数给定时"
通过数值方法$如有限元法%可以解得出流浓度A&
实际中"纵向弥散度!’吸附系数)’沉淀速度

)3’裂解速度)C 和相对最大沉淀量"很难通过实
验直接测得&可根据土柱实验所获得的穿透曲线来
反演得到&将实验所测得的出流端溶液浓度分布记
为$A7$$%"待反演参数以矢量$9表示"即$9E&!")"
)3")C""(&给定参数$9的数值后"则由方程$)%!
$@%可计算求得出流端溶液浓度分布"记为$A$$9"$%&
参数反演的目标为求得一组合适的参数$9的数值"
使得根据此组参数值计算得到的相应计算值$A$$9"
$%与实验观测值$A7$$%吻合&这样"非饱和土中溶质
迁移参数反演问题可以表达为如下非线性算式方

程!I$$9"$%E%$A$$9"$%G$A7$$%%!Z(& $"%
式$"%即为土壤中溶质迁移的参数反演问题的一般
表达式"亦即本文所主要关心的问题&

!!HE0J方法

依据同伦方法的思想$王则柯和高堂安"?""(#
王宇"?""D%"构造式$"%的线性同伦函数!
J$$9"$"’%E$?C’%%$A$$9"$%G$A7$$%%!H

’)7$$9%& $?(%
进而将原问题转化为其同伦函数的零点求解问题"
即!
J$$9"$"’%Z(& $??%
式$?(%中"’为同伦参数&7$$9%对应于一个易解的平
凡问题&显然"当同伦参数’为?时"方程$??%的求
解对应一个平凡问题"当’为(时"方程$??%的解即

对应方程$"%的解&这样"随着同伦参数’的不断减
小"问题$??%的解可以沿一条稳定路径最终收敛到
问题$"%的解"这就是同伦方法的基本思想&
式$"%所示的非线性参数反演问题一般为不确

定的"即解的存在性’唯一性很难保证"同时解不连
续依赖于可观测量&对于不适定问题的求解"正则化
方法$R2F/$4$:,4T[-;3424"?"BB#+4K%,4TH,4G
F3"?""D%是一种很有效的方法&该方法主要通过引
入正则化泛函及正则化参数"使用一个连续的问题
来逼近原不适定问题"同时通过选择适当的正则化
泛函为解提供先验信息"从而有效地抵抗原问题的
不适定性&
依据正则化方法的思想"将式$?(%中的平凡问

题7$$9%作为迭代参数值与真实参数预估值间的
E.,F6-,G0,2.$距离"即!

7$$9%E&
:

%E?
%$K9

(
%

9$ %
%
H9%9(%G* +? & $?!%

式中":为参数的个数"9(% 为参数真实值的预估值"
一般选取迭代中上一步所求得的参数值&
选取式$?!%的原因在于!"该函数是一个连续

的光滑函数##随着迭代的进行"该函数的值将不断
减小"从而可以使得同伦函数$?(%不断地向原问题
$"%逼近&
实际问题中不可避免地包含有观测噪声"因此

方程$??%一般不能精确满足&由于同伦函数"J$$9"
$"’%’("(’)*("?+"故按最优拟合的原则"可以将
方程$??%的求解转化为如下的无约束最优化问题!

I24J$$9"$"’%E $?G’%%$A$$9"$%G$A7$$%%!H

’&
:

%E?
%$K9

(
%

9$ %
%
H9%9(%G* +? & $?*%

依据预估C校正算法$王宇"?""D%的思路"对于
问题$?*%采用如下思路求解!给定同伦参数’及$9
的初始解’(和$9("而后按照预估步长减小同伦参数

’"得到下一迭代步的同伦参数值’?"并在$9(的邻域
内采用’3V.$4法搜寻最优值"对*9(进行校正"得到
*9?,,&如此反复迭代"直到达到计算中止条件&
按照上述思路"在每迭代步中"对问题$?*%做线

性化&假定迭代进行至第’步"将第’\?步计算得
到的溶质边界浓度值在第’步计算得到的溶质边界
浓度值附近展开为一阶R,<%$-级数"并略去高阶小
量"得!

$A$$9’H?"$%E$A$$9’"$%H
"$A
"$9
K’$$9’H?G$9’%& $?)%

")!
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将"?)#式代入"?*#式$并取"?*#式中的$9(E$9’$同
时将梯度阵"$A%"$9+’记为@$即@Z"$A%"$9+’$整理
后可得&
I24J"*9$$$’#E"?G’#%@"*9’H?G*9’#H$A"*9’$$#G

$A7"$#%!H’&
:

%E?
%$K9

(
%

9" #
%
H9%9(%G’ (? & "?A#

问题"?A#中$J的雅戈比矩阵和海塞矩阵分别为&

,J E!"?G’#@>’@"$9’H?G$9’#H$A"$9’$$#G
$A7"$#(H’) ?

$9’
G
?
$9’H

-
.

/
0?
& "?D#

,JE!"?G’#@>@H’)
?

T2,K’"$9’H?#!(
& "?B#

同伦参数’依据下式调整&

’’ E ?
?H3G&""(G’#&

"?@#

式"?@#中$’为迭代步数$相应的’’ 为第’个
迭代步时同伦参数的取值&&为修正步长调整参数$
若采用较大的&值$可以增大同伦参数的修正步长$
加速求解的收敛速度$但过大的&值可能会引起迭
代的发散&"(为同伦参数预估初值的调整参数$该
参数越大$则同伦参数的初始预估值越接近?&对于
本文的问题$建议&的取值介于(&A!(&@之间$"(
可选取为?!A之间的整数&
依据式"?@#调整同伦参数$其原因如下&"同伦

参数的变化是连续的$这样可以使得同伦参数稳定
地下降$有利于求解过程稳定地进行*#随着’的减
小$相应的同伦参数会趋近于零$而不会等于零$从
正则化的角度考虑$这也可以在一定程度上抑制观
测噪声的影响&
综上分析$可以最终得到HE0J方法的迭代公

式如下&

’’ E ?
?H3G&""(G’#

$

$9’H?E$9’G’$J(G?)!J
1
-

. !

其中!J及$J分别根据式"?D#及"?B#求得&

*!数值算例

反演计算时$在方程")#!"@#中可直接测得的
实验参数"模拟实验参数#给定的前提下$首先给定
一组待反演参数的数值"参数真实值#$即&$9>.1* E
+!$)$)3$)C$",>.1*$并代入方程")#!"@#$采
用有限元法求解得到边界结果"穿透曲线#$并在此
计算结果上加入一定强度的随机噪声"模拟实际观
测噪声#$作为模拟实验结果$最后以模拟实验结果
作为反演依据$采用HE0J方法进行反演计算&给定
的模拟实验参数数值如表?所示&
算例A!选取参数真实值$9>.1*Z+(&D@*A$

(&??A)$?&"!"@$(&((!D$(&D(*B,&随机噪声强
度为($即不引入观测噪声&式"?@#中$修正步长调
整参数&Z(&A$同伦参数预估初值调整参数"(Z
?&迭代中止误差为(Z?(CA&以不同的反演初值采
用HE0J方法进行反演计算&计算结果如表!所示&
表!中$5>为迭代次数&从表!可以看出$当待

反演参数的任一参数求解初始值选取距离真值较远

时"结果’$&!!’$&A#$迭代仍能准确地收敛到正
确的结果&同时$在求解初始值全部选取为距离真值
较远的一般估计值’(&?$(&?$(&?$(&?$(&?(的条
件下"结果B#$计算也能精确地收敛到参数真值&这
说明了HE0J方法具有较大的收敛范围$对于求解
初始值较难估计的实际问题也具有实用价值&该算

表A!模拟实验参数数值

R,U%3? #,%63$7;2I6%,.3T3XS3-2I34.,%S,-,I3.3-;

%%
"K)1IC*# # $%

"1I)/C?#
8%

"1I)/C?#
,%
1I

$?%
/

$!%
/

?&B)BD (&!(@) D&)("* ?&**AB B&" D&A ?D&A

表B!不同初始值时的参数反演结果

R,U%3! ’6I3-21,%24:3-;2$4-3;6%.;7$-T2773-34.242.2,%:,%63;$7S,-,I3.3-;

’$&
初始值 反演结果

! ) )3 )C " ! ) )3 )C "
5>

? (&A (&A *&( (&A (&A (&D@*A (&??A) ?&"!"@ (&((!AA (&D(*B !?
! *&( (&A *&( (&A (&A (&D@*A (&??A) ?&"!"@ (&((!AA (&D(*B !!
* (&A (&D *&( (&A (&A (&D@*A (&??A) ?&"!"@ (&((!AA (&D(*B !!
) (&A (&A D&( (&A (&A (&D@*A (&??A) ?&"!"@ (&((!AA (&D(*B !A
A (&A (&A *&( (&" (&A (&D@*A (&??A) ?&"!"@ (&((!AA (&D(*B !!
D (&A (&A *&( (&A (&? (&D@*A (&??A) ?&"!"@ (&((!AA (&D(*B !!
B (&? (&? (&? (&? (&? (&D@*A (&??A) ?&"!"@ (&((!AA (&D(*B !!
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表C!不同噪声强度下的反演结果

R,U%3* ’6I3-21,%24:3-;2$4:,%637$-T2773-34.4$2;3%3:3%;

"3
反演结果

方法 ! ) )3 )C "
5> 7..

?]

!]

)]

@]

?(]

?A]

HE0J (&D@D) (&??AA ?&"D)* (&((!D (&D(*? !? (&(*)D
O> (&D@D) (&??AA ?&"D)! (&((!D (&D(*? DB (&(*)D
HE0J (&B?B* (&??BD ?&""!@ (&((!) (&D(D( !? (&(B?D
O> (&B?B) (&??BD ?&""!@ (&((!) (&D(D( A! (&(B?D
HE0J (&DD)? (&?("A ?&"B*? (&((*! (&A""* !? (&()@
O> (&DD)? (&?("A ?&"B*( (&((*! (&A""* *( (&()@
HE0J (&A@(" (&?()@ ?&"(?! (&(()) (&A""! !( (&?(B?
O> (&A@(@ (&?()@ ?&"((" (&(()) (&A""! *B (&?(B*
HE0J (&DA*? (&???! !&?*BD (&(()A (&A""B !? (&!?(?
O> ?@&?B?B (&D)() ??&*)D! (&((?( !&"!D* AD !(&(()
HE0J (&A)D? (&("(@ !&!??@ (&((D) (&A"*! !A (&*?)@
O> (&A)DA (&("(@ !&!?!A (&((D) (&A"*! A! (&*?A*

图!!模拟实验穿透曲线"2#$反演穿透曲线"实线#与真实穿透曲线"虚线#的拟合

Y2K&! QR8;72..24K$7;2I6%,.3T3XS3-2I34.,%-3;6%.;%24:3-;3-3;6%.;,4T.-63-3;6%.;
,&噪声强度为)]&U&噪声强度为@]&1&噪声强度为?(]&T&噪声强度为?A]

例同时表明%选取不同的求解初始值时%迭代次数基
本保持不变%这说明该方法具有很好的计算稳健性&
算例B!选取参数真实值$9>.1*Z’(&D@*A%

(&??A)%?&"!"@%(&((!D%(&D(*B(&式"?@#中%修
正步长调整参数&Z(&A%同伦参数预估初值调整参
数"(Z?&迭代中止误差为%Z?(CA&以求解初值为
’(&A%(&A%*&(%(&A%(&A(%在引入不同强度的模
拟观测噪声的条件下分别使用HE0J方法及非线性
最小二乘"O3:34U3-KG>,-W6,-T.迭代格式%O>#方

法进行反演计算&计算结果如表*所示&
表*中%"3为模拟观测噪声的相对强度%5>

为迭代次数%7..为反演所得参数与参数真实值间
的!范数距离&
从算例!的计算结果可以看出%在较小观测噪

声情况下%HE0J方法及O>方法均能收敛到很好
的解点%且其计算误差基本相同&而在存在较大观测
噪声的情况下%采用HE0J方法进行反演计算仍能
收敛到一个较好的解点%但O>方法可能发散"如

?A!
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误差强度为?(]时"#同时#HE0J方法的反演结果
略好于O>方法&此外#在不同的观测噪声强度下#
从同一求解初始点出发#至迭代收敛时所用的迭代
步数基本相同#且明显少于O>方法&这说明在存
在观测噪声的情况下#该方法仍具有很好的计算效
率及计算稳健性&
较大模拟观测噪声强度下$表*的后)组结果#

相对噪声强度分别为)]#@]#?(]#?A]"#根据反
演结果计算得到的穿透曲线与模拟试验结果穿透曲

线及真实穿透曲线的拟合情况如图!所示&

)!结论

从计算结果可以看出#即使求解初值与参数真
实值距离较远#采用HE0J方法求解仍能收敛到正
确的解点#同时迭代次数基本不变#这说明HE0J方
法具有很大的收敛范围及较好的计算稳健性#采用

HE0J方法求解非饱和土中溶质迁移参数反演问题
是可行而有效的&此外#应该说明的是#HE0J方法
要求待求参数取值应为非负#这与本文问题中对待
求参数的要求是一致的&本文的方法也可以拓展至
其他待求参数为非负的非线性参数反演问题&
由于考虑了正则化效应#使得HE0J方法也具

有一定的抵抗观测噪声的能力#同时在存在观测噪
声的情况下该方法仍具有很好的计算稳健性&这说
明对于存在观测噪声的实际问题#HE0J方法也是
一种很有效的求解方法&但随着观测噪声的增大#反
演结果的误差也逐渐增大&对于正则化方法而言#合
理地选择正则化参数可以在相当程度上抵抗观测噪

声$+4K%,4TH,4F3#?""D"&因此#对HE0J方法中
的同伦参数修正方法作进一步的探讨#使得在保证
计算稳定性的前提下#进一步提高HE0J方法抵抗
强观测噪声的能力将是值得继续研究的问题&
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