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摘要:在改进均匀多面体重力场正演公式基础上 ,利用二阶张量的坐标变换实现对多面体重力场梯度的求解 ,推导了新的

多面体重力梯度和磁场的正演公式 ,给出了新的统一的均匀多面体重力场 、梯度及磁场正演表达式形式 ,并用理论模型进

行了检验.同时 , 应用新的多面体重力场梯度正演公式推导出新的长方体重力场垂直梯度理论表达式.本文给出的均匀多

面体重力场 、梯度及磁场正演表达式形式统一 ,重磁场联合正演中可相互利用其计算过程中的结果 , 避免重复计算以提高

正演计算效率.
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Abstract:Based on the improved analy tical expression fo r computing the gr avity anomalie s due to a homogeneous polyhedral

body composed o f po ly gonal facets , and by applying the forward theory w ith the coo rdina te tr ansfo rmation of vecto r and ten-

so r , w e deduced the analy tical expr essions fo r bo th g ravity g radient tenso r and magnetic anomalies due to a polyg on , and ob-

tained new analy tical expressions fo r computing ver tical g radient o f gr avity anomalie s and ver tical com ponent of magnetic

anomalies due to a polyhedral body.And we also explicitly developed the complete and unified expr essions fo r calculating

gr avity anomalies , g ravity g radient and magnetic anomalies due to the homogeneous polyhedra.Fur thermo re , w e deduced

new analy tical expre ssions for computing the vertical g radient of gr avity anomalies due to a finite rectangular prism by apply-

ing the new obtained expressions fo r g rav ity g radient tensor due to a polyhedral tar get body.Compa rison with fo rwa rd calcu-

lation o f models testified the co rrec tness o f these new expressions.It will reduce fo rw ard time o f gr avimagne tic anomaly and

improve computa tional efficiency by apply ing our unified expressions for joint fo rw ard of g ravimagnetic anomalies due to

homogeneous polyhedral bodies.
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transforma tion.
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　　重磁场的正演计算在重磁异常的解释中有着重

要的意义 ,它反映场源与场分布特征之间的联系 ,是

反演与解释的基础.目前发展较成熟的是应用 2维 、

2.5维模型对重磁异常进行处理 、反演和解释 ,但真

实的地质体属于 3维结构 ,空间结构往往较为复杂

(如断层 、褶皱 、岩脉等),其物性分布(如密度 、磁化

强度等)也往往不均匀 ,2维 、2.5维模型具有一定局

限性.为此许多研究者发展了基于均匀多面体模型

模拟复杂地质形体的 3维正演技术(Barnet t , 1976;

Okabe , 1979;王邦华等 , 1980;何昌礼和钟本善 ,

1988;POHáNKA ,1988).任意形状的均匀地质体 ,

其表面可用一系列不同的多边形围成的多面体来逼

近 ,其逼近的程度取决于围成多面体的多边形的多

少与顶点的选取.非均匀物性分布的地质体 ,可以看

成是一系列均匀物性多面体的组合.因此 , 3维均匀

多面体重磁正演方法在重 、磁资料处理解释中更具

有现实意义 ,特别是高精度处理解释的需要.

1　重力场及梯度正演原理

均匀密度体在单位矢量方向(笛卡尔坐标系下 ,

l
 
通常取 z 或 x 、y 坐标轴方向)上产生的重力场为:

U l =-Gρ 
V

 ·(l
 

R
)dv .通过高斯公式可以将该体

积分转化为面积分:U l =-Gρ 
S

l
 

·n
 

R
ds ,其中 S 是

3维复杂多面体 V 的表面 , n
 
是表面面元 ds外法线

方向的单位矢量.若设多面体 V 由M 个多边形平

面围成 ,则U l 可写成M 个多边形面积分和的形式 ,

有:U l =∑
M

j =1
U lj =-Gρ∑

M

j =1
l
 
·n j I j ,其中U lj是第 j

个多边形平面 ΔS j 对重力场分量的贡献量 , nj 是

ΔS j 外法线方向的单位矢量 , I j = 
ΔS

j

(1/R)ds.于是可

将多面体重力场正演转化成对各多边形平面重力场

贡献量的计算 ,为方便计算需通过坐标转换 ,使多面

体外表面在转换后处于视水平 ,计算出新坐标系下

该平面对重力场的贡献 ,再通过变换转换为原坐标

系下对重力场的贡献量 ,如此依次对多面体每个面

进行求解得到重力场值.重力梯度的计算方法与此

相类似 ,但重力场的梯度是二阶张量 ,张量变换要复

杂得多.

2　水平多边形平面的计算

按图 1所示 ,设任意水平 N 边形平面 ΔS′j 内

法线方向-n j 为 Z′轴方向 ,面 ΔS′j 的角点 A′i 按

逆时针方向排列 , i表示角点的顺序号 ,号序 i按逆

时针方向增加(观察方向沿多边形平面内法线方向

-n j),顶点 A′i 的坐标为(ξ′i , η′i , ζ′);根据高斯

公式 ,水平平面多边形 ΔS′j 对 P′点(x′, y′, z′)重

力场的贡献中U ′Xj =0 , U ′Y j =0 , U ′Z j为:

U′Z j =+Gρ·

 
ΔS′

j

1
{(ξ′-x′)2 +(η′-y′)2 +(ζ′-z′)2}1/2

dξ′dη′.

(1)

　　对(1)式的积分计算不少学者进行了研究 ,综合

Barnet t(1976)和 Okabe(1979)的推导 ,我们给出改

进后的积分结果:

U′Z j =+∑
N

i=1
Gρ{[(ξ′-x′)·sinθ-(η′-y′)·cosθ] ·

ln(r′+R′)-2(ζ′-z′)· arctan[(1+sinθ)·

(η′-y′+R′)+(ξ′-x′)·cosθ]/[(ζ′-z′)·cosθ]}
(ξ′

i+1
, η′

i+1
)

(ξ′
i
,η′

i
)
,

(2)

其中

r′=(ξ′-x′)· co sθ+(η′-y′)·sinθ,

R′= (ξ′-x′)
2
+(η′-y′)

2
+(ζ′-z′)

2
,

sinθ=
abs(η′i+1-η′i)

(ξ′i+1 -ξ′i)2+(η′i+1-η′i)2
,

co sθ=sign((ξ′i+1 -ξ′i)·(η′i+1-η′i))·

abs(ξ′i+1-ξ′i)

(ξ′i+1-ξ′i)2+(η′i+1 -η′i)2
,

sign(n)=
+1 , n≥0

-1 , n<0
;当 i =N 时 , i+1 =1;如果

ζ′-z′=0或 co sθ=0 ,反正切项为零.

图 1　任意水平多边形示意图

Fig.1 The sketch map of an arbitrary poly gon surface
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　　针对 Barnett(1976)tanθ=(η′i+1 -η′i)/(ξ′i+1-

ξ′i)定义等问题 , Okabe(1979)给出了新的积分解

和θ 的 定 义: co sθ = (ξ′i+1 - ξ′i )/

(ξ′i+1 -ξ′i)
2
+(η′i+1-η′i)

2
, sinθ=(η′i+1 -

η′i)/ (ξ′i+1-ξ′i)2+(η′i+1 -η′i)2 ;但根据王邦

华等(1980)计算水平梯形磁荷面磁场的积分解 ,可

发现求解此类积分过程中 , tanθ=sinθ/cosθ是水平

N 边形平面 ΔS′j 中边 A′iA′i+1的斜率 ,以确定积分

区域的边界 ,几何中倾斜角的范围是[ 0 , π),且对应

于同一直线倾斜角应固定不变.因此 ,对 sinθ、co sθ

的新定义能保证倾斜角[ 0 , π)的范围.经数值计算

可验证 Okabe 和本文对U ′Z j积分求解完全等效 ,

而本文对该积分求解则可通过对多边形的组合推广

到任意多边形 ,新θ的定义将简化求积结果 ,消去多

边形组合中内部的公共顶点 ,其结果仅与组合后多

边形的顶点有关而达到自洽.

将改进后的任意水平多边形平面 ΔS ′j 对重力

场的贡献量{U ′Xj ,U ′Y j ,U ′Z j}分别对 x ′、y ′、z′

求偏导数 ,可以得到水平多边形平面对重力场梯度

的贡献量.上述求导过程极为复杂和繁琐 ,这里仅给

出结果:

U′XZj = U′
Xj

 x′
=-∑

N

i=1
Gρ{sinθ·ln(r′+R′)}

(ξ′
i+1
,η′

i+1
)

(ξ′
i
, η′

i
)
,

(3)

U′YZj =
 U′Xj
 y′

=+∑
N

i=1
Gρ{cosθ·ln(r′+R′)}

(ξ′
i+1
,η′

i+1
)

(ξ′
i
, η′

i
)
,

(4)

U′ZZ j =
 U ′X j

 z ′
=+∑

N

i=1
2Gρ·arctan{[(1 +sinθ)·

(η′-y′+R′)+(ξ′-x′)·cosθ]/[(ζ′-z′)·cosθ]}
(ξ′

i+1
, η′

i+1
)

(ξ′
i
,η′

i
)
,

(5)

U′XXj =U′YXj =U′ZXj =U′XYj =U′YYj =U′ZYj =0 .

3　重力场及其梯度的坐标转换

空间任意多边形平面对重力场及其梯度的贡献

量 ,都是在多边形平面与 Z 轴垂直情况下计算得到

的.为了将空间多边形平面 ΔS j 转化为“水平”的多

图 2　新老坐标系关系示意图

F ig.2 The ske tch map of coo rdina te sy stem s

边形 ΔS′j ,需要建立新的坐标系 ,在该特定坐标系

统下进行计算.设多面体第 j 个多边形平面 ΔS j 外

表面顶点 A 1 , A2 , A3 , …, AN 按逆时针方向顺序排

列 ,以矢量A1 AN为新坐标系的 X ′轴方向 ,多边形

平面 ΔS ′j 内法线 -n j(A1 A N ×A1 A2)为 Z ′轴方

向 ,矢量(A1 AN ×A1 A2)×A1 AN为 Y ′轴方向(图

2),得到计算所要求的新坐标系.

如果新坐标系 X′,Y ′,Z ′轴与原坐标系 X ,Y ,

Z 轴之间的夹角依次为α1 , β1 , γ1 ;α2 , β2 , γ2;α3 , β3 ,

γ3;则将原坐标系中矢量或空间中任意一点 ,变换到

新坐标系下 ,其变换有:

x′

y ′

z ′

=

co sα1 co sβ1 cosγ1

co sα2 co sβ2 cosγ2

co sα3 co sβ3 cosγ3

·

x

y

z

(6)

通过该变换 ,能将观测点 P(x , y , z)和空间任意多边形

的顶点 Ai(ξi ,ηi ,ζi)转化到可计算要求的特定坐标系统

中 ,变换后的坐标为 P′(x′, y′, z′)和 A′i(ξ′i , η′i ,

ζ′).

通过(2)～ (5)式 ,可以计算出在新坐标系下多

边形 ΔS ′j 对重力场及其梯度的贡献量.上述求解

得到的重力场及其梯度是新坐标系统下的物理量 ,

参考 Yao and Guan(1997)所得磁场及其梯度的坐

标转换关系 ,则需要通过变换:

U X j

UYj

U Z j

=

cosα1cosα2cosα3

co sβ1 cosβ2cosβ3

cosγ1cosγ2 co sγ3

·

U′Xj

U ′Yj

U ′Z j

, (7)

U XXj UYX j UZXj

U XYj UYYj U ZYj

U XZj UYZj U ZZj

=

co sα1 co sα2 co sα3

cosβ1 co sβ2 co sβ3

co sγ1cosγ2cosγ3

·

U ′XXj U′YXj U′ZXj

U ′XYj U ′YYj U ′ZYj

U ′XZj U ′YZj U ′ZZj

·

cosα1 co sβ1cosγ1

cosα2 co sβ2cosγ2

cosα3 co sβ3cosγ3

(8)
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转化为原坐标系下的重力场及其梯度.

以上仅是多面体中一个多边形平面 ΔS′j 对重

力场及其梯度贡献量的计算过程 ,要计算整个多面

体产生的重力场及其梯度 ,需要按上述方法逐一计

算多面体每个面对重力场及其梯度的贡献 ,利用位

场的可加性将异常叠加 ,以得到均匀密度多面体产

生的重力场及其梯度.

4　磁场计算及重磁联合正演

水平多边形平面 ΔS ′j 对重力场垂直分量的贡

献U′Z j(1)式对 z′求偏导数 ,有:

 U ′Z j

 z′
=

-Gρ 
ΔS′

j

z′-ζ′
{(ξ′-x′)2 +(η′-y′)2 +(ζ′-z′)2}3/ 2

dξ′dη′.

同样 ,可以得到
 U ′Z j

 x ′
,
 U ′Z j

 y ′
的类似形式.如

令-Gρ=
μ0
4π
,则
 U ′Z j

 x ′
,
 U ′Z j

 y ′
,
 U ′Z j

 z ′
的值为单

位面磁荷密度的水平磁荷面 ΔS ′j 产生的磁场

H ′axj , H ′ay j ,Z ′aj(Okabe ,1979).因此 ,根据(3)～

(5)式可以推导出新的水平多边形磁荷面磁场的解

析表达式:

H′axj =+
μ0σj
4π ∑

N

i=1
sinθ· ln(r′+R′)

(ξ′
i+1
, η′

i+1
)

(ξ′i , η′i)
,

(9)

H′ayj =-μ
0σj
4π ∑

N

i=1
co sθ· ln(r′+R′)

(ξ′
i+1
, η′

i+1
)

(ξ′
i
, η′

i
)
,

(10)

Z′aj =-
μ0σj
2π ∑

N

i=1
arctan{[(1 +sinθ)·

(η′-y′+R′)+(ξ′-x′)·cosθ]/[(ζ′-z′)·cosθ]}
(ξ′

i+1
, η′

i+1
)

(ξ′
i
,η′

i
)
,

(11)

其中σj =J
 

·n
 
j =-|J

 

|·(cosI · co sA · cosα3 +

co sI ·sinA·co sβ3 +sinI·cosγ3), σj 是水平多边形

磁荷面 ΔS ′j 的面磁荷密度 , μ0 是真空中的磁导率 ,

J
 
是磁化强度 , I 是磁化强度的磁倾角 , A 是磁化强

度的磁偏角 ,如果不考虑剩磁 ,则磁化强度方向就是

地磁场方向.

同样 ,通过类似于公式(7)重力场坐标转换及计

算方法 ,即可实现均匀磁化多面体磁场的正演.将

(9)～ (11)式与现有水平磁荷面磁场理论表达式

(Ba rnet t , 1976;Okabe , 1979;王邦华等 , 1980)进

行对比 , 可知表达式 H′axj , H′ayj是正确的 ,而Z ′aj

是一种全新的水平磁荷面磁场垂直分量理论表达

式 ,数值计算表明 Z ′aj表达式(11)式与原公式完全

等价.但本文给出的重力场及其梯度和磁场的理论

表达式具有高度统一的形式 ,公式中重复计算的内

容很多 ,在实际重磁场联合正演中 ,可以相互利用正

演计算时中间步骤的运算结果 ,对公式重复部分仅

计算一次 ,避免以往多面体重磁场中分别采用两套

不同的公式孤立地进行计算从而节省计算时间 ,进

而提高程序编制及计算的效率.同时 ,由于重磁场正

演公式形式上的一致 ,重磁场对多边形顶点的偏导

数就具有较为统一的形式;重磁场对顶点的偏导数

求解是三度体反演中首先要解决的问题(田黔宁等 ,

2001),所以形式统一的重磁正演公式也为任意形状

重磁异常三度体反演提供了方便.

5　重磁场正演的检验

针对改进和新提出的多面体重力场及其梯度和

磁场理论表达式以及正演方法 ,我们分别从长方体

特例和多面体模型计算两个不同途径进行检验.

5.1　长方体重力场及梯度

长方体是 3维物性反演中经常使用的模型.作

为一类特殊的多面体 ,长方体由 6个矩形平面围成 ,

每条边对应的正余弦值为 0或者为 1;根据高斯公

式 ,长方体仅顶面和底面对重力场及其梯度有贡献 ,

且正演中不需任何坐标转换.因此 ,上述多面体正演

过程可进行简化并得到长方体重力场及梯度正演理

论表达式.不难检验所获得的U Z 、U XZ和 UYZ与现有

长方体重力场及其梯度的正演公式(Li and Choute-

au , 1998)是相符的 ,但获得的长方体重力场垂直梯

度则具有新的解析形式 ,为:

UZZ(x , y , z)=2Gρ·

arctan
(ξ-x)+(η-y)+R

ζ-z

ξ2

ξ
1

η2

η
1

ζ2

ζ
1

(12)

其中 R = (ξ-x)
2
+(η-y)

2
+(ζ-z)

2
,长方体场

源在 x 、y 、z 方向上取值范围分别是(ξ1 , ξ2)、(η1 ,

η2)、(ζ1 , ζ2)(图 3).

为检验上述长方体重力场垂直梯度理论表达

式 ,我们选取特定长方体模型进行正演 ,将计算得到
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场值与现有公式(侯重初和刘奎俊 , 1990;Li and

Chouteau ,1998)正演结果进行比较 ,结果表明新 、旧

UZZ公式的正演结果(精确到 6位小数情况下)完全

一致;这充分说明新推导出的长方体重力场垂直梯

度正演公式(12)式是正确的 ,同时也验证了我们的

多面体重磁正演理论表达式在长方体特例情况下是

正确的.值得注意的是 ,如果按原 Okabe(1979)给出

的公式进行推导 ,在不修改正余弦定义的情况下无

法直接得到长方体 U Z 闭合的解析形式.对于矩形

面Okabe算法中正余弦值可为-1 ,0 ,1 ,无法简化.这

也是改进的UZ 表达式(2)式后所取得的效果.

5.2　多面体模型检验

前面仅是对多面体一种特例的验证 ,为了检验

更一般的情况 ,通过对两个四面体组合产生的重力

场及梯度和磁场进行建模 ,来验证多面体重磁正演

公式(2)～ (5)式 、(9)～ (11)式及正演方法.两个四

面体模型分别为 A 和 B ,每个四面体均由 4个三角

形围成 ,表 1列出了四面体 A 和 B 的顶点分布.其

中A的剩余密度是1.25×10
3
kg ·m

-3
,磁化强度

图 3　长方体模型示意图

Fig.3 The sketch map of cubo id and its g eometry

图 4　多面体重力场U Z(a)及其梯度 UZZ(b)和 ΔT 场(c)等值线图

Fig.4 The gr avity UZ(a), g ravity g radient UZZ(b)and ΔT(c)contour map

图中实线为正值 ,虚线为负值;模型计算参数 I=60°, A=30°,网格间距 5 m×5 m ,等值线单位分别 10-6m· s-2 , 10-6 s-2 , nT.

表 1　组合四面体模型顶点坐标

Table 1 Ve rtices of homogeneous polyhedral bodie s

模型 A B

顶点坐标

(m)

(400.0 , 400.0 , 200.5)

(560.0 , 200.0 , 600.0)

(300.0 , 300.0 , 450.0)

(480.0 , 510.0 , 550 , 0)

(600.5 , 610.5 , 20.5)

(800.8 , 428.8 , 100.6)

(250.2 , 666.6 , 99.9)

(900.9 , 888.8 , 78.9)

是0.9 A·m-1 ;B的剩余密度是 1.0×103 kg ·m-3 ,

磁化强度是 0.45 A · m-1.应用公式(2)～ (5)式 、

(9)～ (11)式和 Okabe(1979)、Barnett(1976)公式

(Okabe公式正演重力梯度和磁场 ,Barnet t 公式正

演重力场)分别对模型产生重力场及其梯度和磁场

进行正演 ,可以得到U Z 场以及UZZ场和 ΔT 场等值

线图(图 4).对结果进行比较 ,两者计算出的场值

(精确到 4位小数情况下)完全一致 ,这充分说明改

进后的和新推导的多面体重磁正演公式(2)～ (5)

式 、(9)～ (11)式是正确的.

6　结论

在 Okabe、Barnet t 等人的工作基础上 ,改进了

均匀密度多面体重力正演公式(2)式 ,使其形式上适

用于任何多边形的组合;应用矢量和二阶张量的坐

标变换对重力场及其梯度求解进行解释 ,推导出了

多面体重力场梯度正演公式(3)～ (5)式和磁场正演

公式(9)～ (11)式;获得了新的重力场垂直梯度理论

表达式(5)式和磁场垂直分量(11)式的理论表达式 ,

在形式上统一了多面体重磁正演理论表达式 ,为复

杂形体重磁场的联合正演提供了重要的理论依据.

采用新的多面体重 、磁场联合正演的解决方案可以
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缩短正演时间 、提高计算效率 ,为基于形体的 3维重

磁反演打下基础;同时在解决自洽关系基础上 ,应用

改进的多面体重力正演公式和新的重力梯度公式 ,

对长方体重力场及其梯度理论表达式进行推导 ,获

得了一种新的长方体重力场垂直梯度理论表达式

(12)式.
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