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摘要:为了理解各式各样的具有广义自相似性特征的尺度不变性系统,提出了 1 个称之为 GSI( generalized scale invariance)的

理论体系.它阐述了大小尺度可以相互关联而不需要引入任何 1 个特有(具体)尺度的最普通情形.在二维线性 GSI 理论的基

础上,形成了 2 个重要的各向异性尺度不变性量化模型:SIG ( scale invariant g ene rato r)模型和 S-A ( spectrum-area)模型.SIG

模型通过在频率域中估计 GSI 理论中代表旋转和层化程度的尺度不变性生成元的参数来量化各向异性尺度不变性.而 S-A

模型通过从二维频率域中能谱密度大于 P 元素集的面积与 P 之间关系的非参数模型对各向异性尺度不变性进行量化.如果

研究的对象是 1 个混合模式 (多个不同尺度的过程或作用叠加而形成的) , S-A 模型不仅可以对异性尺度不变性进行量化, 还

可以对该混合模式进行分解.系统阐述了 GSI理论 、SIG模型和 S-A 模型,并将 SIG 模型和 S-A 模型结合提出了既能对混合

模式进行分解又能对分解后模式的各向异性尺度不变性进行量化的模型.
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Abstract:In order to understand various aniso tropic scale invariance sy stems, the generalized sca le invariance ( GSI) concept

was brought forward to present a fo rmalism stating the most g ene ral conditions unde r w hich larg e and small scales can be re lat-

ed.Two diffe rent aniso tropic scale invariance quantification models w ere developed:the scale inva riant genera to r ( SIG ) model

quantifies aniso tropies by e stimating the GSI gene rato r in frequency domain, a form of scale transfo rmation defined in GSI re-

pre senting how the scaling field is stra tified and how it rotates, and the family of balls tha t best describes the sca ling field;the

spectrum-area ( S-A ) model quantifie s aniso tropies by e stimating the anisot ropic scaling exponent defined in GSI through a pow-

er-law function representing the rela tionship between area o f the set w ith spectr al energ y density above P on the 2D f requency

domain and P.S-A is no t only an aniso tropic scale invariance quantification technique but also a mix ing data decomposition

technique, w hich can decompose mixing data into multiple components based on aniso tropic scaling propertie s in frequency do-

main.This paper introduces the GSI concept, the SIG model and S-A model sy stematically and propo ses an idea to combine the

SIG model and S-A model so tha t the new combined model can no t only decompose mixing data into multiple components but al-

so quantify the decomposed components' aniso tropic scale invariance as w ell.

Key words:aniso tropic scale invariance;gene ralized scale invariance;scale invariant g ene rato r;spectrum-area.

　　尺度不变性 ( scale invariance) 包括自相似性

(各向同性) 、自仿射性(成层结构)和广义自相似性

(各向异性尺度不变性 ) ( Cheng, 1999, 2001b,

2004) .近些年,越来越多的地学研究者开始认识到

尺度不变性的重要作用,并对其进行了大量的研究,

但这些研究往往集中在自相似性和自仿射性,对广
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义自相似性研究较少.Lovejoy and Schertzer( 1985)

指出,尺度不变性是无处不在的,因为它是动力学的

基本属性.而在现实当中,几乎没有哪个具有尺度不

变性特征的域(以下简称尺度域)是各向同性的.比

如,大气领域的很多域会因“科里奥利力”而产生差

异化旋转.Lovejoy et al.( 1987)发现三维雷达雨水

反射率具有各向异性尺度不变性特征.Fox and

Hayes( 1985)观察到海洋测深的尺度不变性也是各

向异性的.此外,还有大量的地球物理研究域具有很

强的各向异性尺度不变性特征 ( S chertze r and

Lovejoy, 1991;成秋明, 2001a) , 如地震中的断裂面

等.因此, 研究广义自相似性非常必要.

为了更好地认识和理解尺度域, 特别是那些具

有各向异性尺度不变性(广义自相似性)特征的域,

许多科学家做了大量的研究, 提出了一系列理论和

数据分析模型 ( Ag terbe rg et al., 1993) .Lovejoy

and Schertzer( 1985)提出了 1个称之为 GSI( gener-

alized scale invariance)的理论体系.它阐述了大小

尺度可以相互关联而不需要引入任何 1个特有(具

体)尺度的最普通情形.在此基础上, Lewis et al.

( 1999)提出了 SIG ( scale invariant gene rato r)数据

分析模型.它可以通过估计 GSI 理论中代表旋转和

层化程度的尺度不变性生成元的参数来量化各向异

性尺度不变性.从多重分形理论出发, Cheng et al.

( 1994)提出了 C-A 分形模型, 在尺度域度量广义自

相似性之后, Cheng et al.( 1999, 2000)又将 C-A 思

想应用于频率域提出了S-A ( spect rum-area)的多重

分形模型.该模型的提出,主要是通过确定不同广义

自相似性来分解复合场(多个不同尺度的过程或作

用叠加而形成的) .Cheng ( 2004)进一步从线性 GSI

形式推导出了 S-A 与 GSI的内在联系.S-A 表达二

维频率域(傅立叶空间)中能谱密度大于 P 元素集

的面积( A)与 P 之间关系的幂律函数, 因而可以量

化各向异性尺度不变性.一系列实验证明, 由于 S-A

模型不受变换参数限制, S-A 比 GSI模型更具有普

适性,不仅对线性而且对非线性尺度不变性场同样

适用.如果研究的对象是 1个混合场, S-A 模型不仅

可以对异性尺度不变性进行量化,还可以对该混合

场进行分解.

SIG 模型和 S-A 模型是研究各向异性尺度不

变性的两个非常重要的模型.它们都建立在 GSI 理

论基础之上,但它们量化各向异性尺度不变性的方

式却不同.Cao ( 2005)探讨了 GSI 理论 、SIG 模型 、

S-A 模型的关系, 并将 SIG 模型和 S-A 模型结合进

行了 S IG算法的优化.本文在此基础上介绍将 SIG

和 S-A 模型联合使用的方法, 以实现在研究混合场

时,既能对混合模式进行分解,又能更好地量化各向

异性尺度不变性.

1　GSI( generalized scale invariance)理论

Lovejoy and Schertze r( 1985)提出的 GSI理论

体系阐述了大小尺度可以相互关联而不需要引入任

何 1个特有(具体)尺度的最普通情形.它用向量的

长度来衡量尺度.不同尺度的向量通过 1 个尺度变

换算子来相互关联, 而这个算子仅仅依赖于向量间

长度的比.

1个 GSI 系统包括 3 个要素:( 1) 1 个单位球

(用来定义单位向量) ;( 2) 1个尺度变换算子 Tλ(它

通过尺度比λ来实现对向量尺度的变换) ;( 3) 1个

尺码度量器( 1个向量可以通过定义 1个尺码度量

器  来与 1个尺码相关联) .假设 3个要素中的( 1)

和( 2)都存在,一簇开放的球 Bλ可以被定义成如下

形式:

 x∶fλ( x) = f 1 ( Tλ
-1
x) ;

Bλ ={x ;fλ( x) <1}.

这样的定义意味着:所有落在相同球 B 上的向量x

都有相同的尺码( Lew is et al., 1999) .

在二维线性 GSI形式中,尺度不变性在 x 轴方

向上的尺度变化比与在 y 轴方向上的尺度变化比

可能是不一样的.尺码度量器和所度量尺度之间的

关系可以定义为:M( Tλ) =M(λG) , 其中尺度变换算

子 Tλ=λ
G
.这里的 G叫做生成元.它是 1 个 2×2的

矩阵,可以写成基本二维矩阵线性组合的形式:

G=dL +cK +fJ +eI ,

其中:L =
1　0

0　1
, K =

1　　0

0　-1
, J =

0　1

1　0
, I =

0 　　1

-1　0
,因而 G=

d+c　f +e

f -e　d-c
.在生成元 G中,

c用来衡量 x 、y 两个坐标轴方向上相对尺度不变性

的大小.当 c等于 0时, x 轴和 y 轴方向上的尺度不

变性相等.当 c从 0开始增加, x 轴相对 y 轴方向上

的尺度不变性不断增加;当 c从 0开始减少, y 轴相

对 x 轴方向上的尺度不变性不断增加.f 代表双轴

在对角线上的反映.e 用来衡量旋转的程度.如果 e

是正值,球进行顺时针旋转;如果 e 是负值, 球进行

逆时针旋转.d 代表整体收缩程度.在二维线性GSI
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形式中,不存在整体收缩,因此 d永远等于 1.

在一些地球物理应用中, 1个域结构函数 S (x,

Δx ) =〈[ f ( x) -f ( x +Δx) ] 2〉的尺度不变性函数

f ( x)经常作为 1个重点研究对象( x是 1个位置向

量, Δx 是相对 x 的 1 个落差, `〈〉' 代表整体平均

值) .如果 1个尺度域“在统计上是转换不变的”, 那

么它的结构函数将独立于 x, 并且以下方程将成立:

S(TλΔx ) =λ
-ξ
S ( Δx) (这里ξ指的是尺度幂) .假设

“统计上转换不变”,在傅立叶空间研究尺度不变性

将变得很方便( Lew is, 1993) .

在这种情形下, 能谱密度(傅立叶空间振幅平方

的模数,即 P( k) = F( k) 2 , F ( k)是 f ( x)的傅立叶

转换, k是波数)是 1 个具有尺度不变性特征的值.

如果 1 个尺度域的结构函数满足方程S(TλΔx) =

λ-ξS( Δx) ,那么这个域的能谱密度将有如下属性:

〈P(Tλk) 〉=λ-s〈P ( k)〉.Tλ=λG是傅立叶空间的尺

度变换算子,可以被定义为如下形式:

当 a
2
>0,

Tλ=λd ·

co sh( au) +
c
a
sinh( au)

f +e
a

sinh( au)

f -e
a

sinh( au) co sh( au) -
c
a
sinh( au)

;

当 a
2
<0,

Tλ=λ
d
·

co s( au) +
c
a
sin( au)

f+e
a

sin( au)

f -e
a

sin( au) cos( au) -
c
a
sin( au)

.

a
2 =c2 +f 2 -e2 , s=ξ+Del是各向异性尺度幂

(Del叫做椭圆维数, 代表空间的有效维数) .在二维

线性 GSI 形式中, Del =2d =2.G=G
T 是傅立叶空

间的生成元,在线性的情况下,它是真实空间生成元

的转置.既然方程〈P( Tλk)〉=λ-s〈P ( k)〉是应用在

位置向量 k 上而不是相对向量 Δx上, 那么球簇就

可以给 1个物理上的解释:球的周界上能谱密度保

持不变, 所以球也可以定义成被周线〈P〉包围的体

积(面积) .每 1个球将对应 1圈周线〈P〉和 1个 Bλ
1

和〈Pλ1〉值,且 Bλ2和〈Pλ2〉之间的关系是:

〈Pλ2〉=λ
-s
〈Pλ1 〉.这个方程对于任意一对周线

〈P〉都是成立的.

2　SIG( scale invariant generator)模型

SIG 模型通过估计 GSI中尺度不变性生成元的

参数以及能最好表现所研究域的球簇来量化二维域

的各向异性尺度不变性.一旦尺度不变性生成元参

数和球簇被估计出来, x 、y 两轴方向上相对尺度不

变性的大小以及尺度是如何旋转的就都清楚了, 相

应地,空间域的一些有用信息也可以很好地被提取

出来.

估计GSI 参数的过程可以看作 1 个非线性统

计回归.也就是说,拿 N 个能谱密度数据点P ( ki )去

拟合 1个理论函数.在估计参数的时候,我们经常使

用 最小二乘法 , 通过最小化误差函数E
2
SIG ≥

E
2
(G) =

1
n

∑
i, j
[ ln P(λ

G

ik j ) +s ln λi -ln P( kj )]
2
来

求得参数.该误差函数中的和涵盖了所有数据点

P ( k j )和所有可能的不连续的尺度比λi .它们构成了

唯一的一对[ P ( k j ) , P (λ
G

ik j ) ] .具体地讲, 所要研究

的域首先通过傅立叶变换, 由空间域转到频率域,并

且求得能谱密度.由于E ( k) ～ k
-β
(或 lnE ( k ) =

-βlnk+α) ,各向异性尺度幂 s可以通过 s=β+1求

得 ( β是各向同性光谱斜率 , 各向同性能量密度

E( k)可以通过将 k = k 保持不变的一圈上的 P( k)

求和而获得) .生成元参数( c, f , e)第一次的估计值

可以通过 raving 搜索而获得.然后用第一次估计得

到的值对 E 2作抛物面扩展.生成元参数( c, f , e)的

最终估计值取抛物面的最低点.用得到的生成元参

数可以对 P 进行增强.最后, 单位球可以通过将某

一值域内的点拟合成一条曲线的方式获得,进而通

过尺度变换,画出一组球来.

3　S-A ( spect rum-area)模型

在多重分形理论研究基础上, Cheng et al.

( 1994)提出了密度-面积分形模型, 该模型显示具

有奇异性的场在奇异性范围场密度与面积服从分形

分布,该模型在地学勘查数据处理中得到了广泛应

用.Cheng et al.( 1999)进一步将该模型思想推广到

频率域中,将能谱密度与面积建立了 S-A 模型, 该

模型可以度量更广义尺度不变性和广义自相似性.

Cheng( 2004)进一步在 GSI 理论假设下,探讨了 S-

A 模型与 GSI 的关系.如果按 GSI 假设, 能谱密度

可以表示为〈P( Tλk) 〉=λ-s〈P( k) 〉,那么,能谱密度
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大于 S 的集合的面积 A ( >P)与 P 之间关系服从幂

律函数:A( >P) ∝P-2d/s ( ∝表示成比例, d=1代表

整体收缩程度, s是各向异性尺度幂) .如果将 A( >

S)的值和 P的值作 1个双对数图, 那么所拟合直线

的斜率将等于-2/s.可以看出, 这个函数独立于 f 、

c、e.这意味着两个坐标轴间的相对尺度不变性和旋

转转换并不会改变面积值 A( >P) .说明 S-A 的限

定条件较线性 GSI更宽, 可以用于刻画更广的自相

似性.基于此, Cheng ( 2004)提出了广义自相似是指

空间领域显示多样性而特征空间中显示自相似性的

现象.S-A 模型可以用来度量能谱密度的幂律关系,

通过确定单个还是多个幂律关系来划分不同的波长

和能谱分形自相似性.如果是后一种情况,我们把这

个域叫做不同自相似性混合模式,然后我们可以在

频率域定义 1个阈值,构造不同的滤波器,对这个域

进行模式分解, 然后通过反傅立叶变换将分解的域

转回空间域以达到对混合场的分解作用, 该方法被

广泛应用于地球化学和地球物理异常的分解中.

4　S IG 模型和 S-A 模型结合

地球物理和地球化学领域的很多数据都是多个

不同尺度的地质过程和作用叠加而形成的, 笔者把

这样的场叫作混合场, 比如有区域性正常地质过程

与矿化过程所产生的混合地球化学场是常见的混合

场类型.由于 SIG 模型假设在整个尺度范围里只存

在 1个尺度不变性, 对混合场这样的数据, SIG 模型

并不能直接用来量化其各向异性尺度不变性.混合

数据只有当它的不同组分被识别和分解以后才能得

到合理地利用.而 S-A 模型正好可以通过在频率域

识别不同的各向异性尺度不变性特征而实现对混合

场的分解.因此, 可以将 S-A 模型和 SIG 模型结合

起来,形成 1个新的模型,从而既能对混合模式进行

分解,又能对各向异性尺度不变性进行量化.

这个新的模型可以这样形成:

( 1) 首先用 S-A 模型对数据求各向异性尺

度幂;( 2)如果在运用 S-A 模型时, 数据的 S-A 模型

只存在 1个幂律关系, 就用 SIG 模型来对该数据的

各向异性尺度不变性进行量化(估计生成元参数和

单位球) ;( 3)如果在运用 S-A 模型时,数据的能谱

密度存在多个幂律关系, 就先用 S-A 模型中的混合

模式分解算法对该数据作模式分解.分解完后通过

反傅立叶变换将各个组分由频率域转回空间域,然

后再用 SIG 模型对分解后各个组分的各向异性尺

度不变性进行量化.

5　讨论

GSI理论是广义自相似性理论研究的 1个重要

成果,它描述了大小尺度可以相互关联的最普通的

情形.SIG模型是在 GSI 理论基础上开发的参数模

型,目的是找寻广义尺度不变性场的不变换过程,而

S-A 模型从更一般意义度量广义自相似性并分解混

合场,它们用不同的方式对各向异性尺度不变性进

行量化.这两个模型各有优点又各有不足.SIG 模型

可以有效准确地度量各向异性尺度不变性的变换特

征,但却不能处理混合数据和更复杂的数据.S-A 的

应用不受线性或非线性 GSI的限制, 可以识别数据

是否属混合数据, 并可以将混合数据分解成不同的

组分,但是它并不能直接反映数据的各向异性尺度

不变性的具体变换形式.将 SIG 模型和 S-A 模型结

合使用,可以发挥各自的优点,既可以处理混合数据

又能有效准确地刻画数据的各向异性尺度不变性的

具体变换特征.由于这些模型可以处理任何二维场

或模式,它完全有可能成为地学领域混合模式分解

和量化各向异性尺度不变性的 1个通用模型.

在这两个模型的算法中, 都需要计算各向异性

尺度幂 s,并且对 s的估计在这两个模型中都起着非

常重要的作用,因此在合并这两个模型时,完全可以

通过各向异性尺度幂 s这个量来对这两个模型的准

确性进行相互验证,并且在合并的过程中,还可以探

索通过各向异性尺度幂 s这个量如何来改进和优化

这两个模型的算法.
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