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摘要:在弹性波有限差分正演模拟中, 完全匹配层( PM L )吸收边界条件是使用广泛 、吸收效果最好的吸收边界条件.在目前的

两种 PM L实现方法中, 分裂形式的完全匹配层 ( SPM L) 方法计算存储量大 、编程实现复杂;非分裂形式的完全匹配层

( NPM L)方法计算效率低 、计算过程复杂.针对传统 PM L 吸收边界条件在实现过程中存在的问题,推导出了一种简洁有效的

非卷积实现的 NPM L吸收边界条件, 既不需要对场分量进行分裂,也不需要做复杂的卷积运算.分析结果表明, 本文实现的

NPM L 吸收边界条件不仅具有良好的吸收衰减性能, 而且计算方程简单, 编程实现容易,占有内存更小.
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Abstract:In finite-difference time-domain modeling o f elastic w aves, absorbing bounda ry conditions are used to mitig ate undes-

ired reflections f rom the models trunca tion boundaries.The pe rfectly matched layer ( PM L ) is g ener ally acknow ledged as the

best available abso rbing boundary condition and very efficient to absorb both body w aves and surface w aves.The classical split-

ting PM L ( SPM L) has some disadvantage s:it needs much computer memo ry and ha s comple x prog ramming process.And the

conventional non-splitting PM L ( NPM L ) based on time convo lution needs mo re auxilia ry equations o r fields and computing

time.We have induced a simple and efficient NPM L based on non-convo lution technolog y in this pape r.The NPM L w e induced

doe s no t have to split the velocity and stress fields and also doesnt need to involve in complex convo lution in time domain.The

analysis re sult show s the new PM L method no t only has perfect absorbing pe rfo rmance, but also has sim ple computing equa-

tions, easier pr og ramming and less memo ry consumption.

Key words:per fectly ma tched layer;absorbing boundaries;elastic wave;fo rw ard modeling;geophy sics.

　　在有限区域的有限差分正演模拟中, 无论是求

解麦克斯韦电磁波方程组, 还是求解弹性波动力学

方程组, Bérenger ( 1994)提出的完全匹配层 ( per-

fect ly matched lay er, PM L)吸收边界条件是最有效

的吸收边界条件.完全匹配层介质中的波动方程可

以看作是常规的波动方程的推广,波传播时相位改

变而振幅随指数衰减;对于弹性介质参数相同而衰

减系数不同的 PM L, 波阻抗完全匹配,理论上入射

波无反射的传播, 模拟记录中的反射主要由数值离

散引起.Chew and Weedon( 1994)引入复数伸展坐

标系对 PM L 吸收边界条件进行公式化;Rappap-

port ( 1995)证明 PM L 介质等价于在吸收边界区域
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引入各向异性介质;大量实例( Chew and Weedon,

1994;Chen et al., 1997)表明, PM L 吸收边界条件

比指数衰减吸收边界条件 ( M arfurt, 1984;Shin,

1995) 、廖氏吸收边界条件( Liao et al., 1984) 、H ig-

don吸收边界条件( H igdon, 1991)和旁轴近似吸收

边界条件( Engquist and M ajda, 1977)等具有更优

越的吸收性能.Chen et al.(1997)和Wang and Orista-

glio( 2000)将 PML 吸收边界条件成功地应用到电磁

波方程组的求解中.近年来, PM L 吸收边界条件也被

应用到声波和弹性波的有限差分正演模拟中( Liu and

Tao , 1997;Wang and Oristaglio, 2000;Zeng et al.,

2001;Imhof, 2002) .另外, Teixeir and Chew ( 1999)和

Chew and Liu( 1996)在柱坐标系中和球坐标系中实现

了PM L吸收边界条件.在国内,研究者对 PM L吸收

边界条件也做了一些讨论(方大纲和陈彬, 1996;黄斌

科等, 2003;朱章虎等, 2006;单启铜和乐友善, 2007;

王永刚等, 2007) .

目前,已经发展了很多形式的 PM L, 主要分为

分裂形式 SPM L ( Spli tt ing PM L) 和未分裂形式

NPM L( non-split ting PM L) .SPM L 通过分裂原始

的场分量来实现, 是最初形式的 PM L, 计算方程简

洁.SPM L 又可分为全局 SPM L 和局部 SPM L .全

局 SPM L 对模拟区域和吸收边界区域使用相同的

PM L 波动方程,实现起来简单, 缺点是存储量比常

规的波动方程模拟大 2倍(二维情形)或 3倍(三维

情形) ;局部 SPM L 对模拟区域使用常规的波动方

程,而对吸收边界区域使用 PM L 波动方程, 从而节

省了大量的内存, 由于需要考虑众多不同的 PM L

区域,编程实现比较复杂.NPM L 则不需对场分量

分裂,可以综合考虑 PM L 区域而具有一定的优势,

主要有以下三种形式:单轴 PM L, 介质特性与频率

有关,计算过程较繁琐;双轴 PM L,介质特性与频率

无关,一般应用于晶体中电磁波的传播截断;卷积形

式完全匹配层( CPM L) , 需要在时间域做大量卷积

运算.NPM L 计算方程复杂 、计算量比较大 、而计算

存储量和局部 SPM L 差不多, 因此, 在绝大多数的

波场正演模拟中, 还是采用 SPM L .由于 SPM L 和

NPM L 是对复数伸展坐标系下 PM L 波动方程的两

种实现,这两种方案对人工边界的反射具有相同的

吸收效果.

本文通过在频率域引入辅助变量和辅助场方

程,将时间域 NPM L 的卷积运算转化为易于实现的

时间域的正常项和衰减项计算,来简化 NPM L 计算

方程的实现 、降低编程复杂度 、减小 PM L 辅助变量

所占内存.最后,通过数值模拟来验证本文实现算法

的正确性和有效性.

1　原理

1.1　PML介质中的波动方程

由于在频率域中比在时间域中更能方便地讨论

PM L 形式下的波动方程, 二维弹性介质中复数伸展

坐标系下一阶应力-速度偏微分形式的波动方程可

表示为:
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其中:λ=ρ(υ
2
p-2υ

2
s ) , μ=ρυ

2
s , ρ, υp ,υs 分别为介质密

度 、纵波速度和横波速度.而 V
～

x , V
～

z 为频率域中质

点速度的水平分量和垂直分量, T
～

xx , T
～

zz , T
～

xz分别对

应频率域中水平正应力 、垂直正应力和剪应力.

频率域的复数伸展坐标系定义为:

p
～

( p) =∫
p

0
sp( p′) dp′, ( p = x, z) , ( 2)

其中伸展函数定义为:

sp =1 +
σp

iω
, ( p = x, z) . ( 3)

σp 为伸展坐标系下的衰减因子.式( 2)对应的微分

算子为:
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, ( p = x, z) . ( 4)

通过式( 4) , 则式( 1)的第 3个方程可写作:

iωT
～

xx =(λ+2μ) 1
sx

 V
～

x

 x
+λ1

sz

 V
～

z

 z
. ( 5)

式( 5)就是式( 1)中第 3个方程在伸展坐标系下的对

应方程.通过引入伸展坐标系,就可以比较方便地实

现波动方程在介质中的衰减.

1.2　SPML吸收边界条件

在弹性波动方程中, SPM L 吸收边界条件的核

心思想就是将质点的速度分量和应力分量沿坐标轴
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方向进行分裂,

V
～

p =V
～

px +V
～

pz , ( p = x, z ) , ( 6)

T
～

pp =T
～

ppx +T
～

ppz , ( p = x, z) , ( 7)

T
～

xz =T
～

xzx +T
～

xzz . ( 8)

以式( 1)中的第 3个方程中 T
～

xx场分量的分裂为例.

结合式( 4)和式( 7) , 有:

iωT
～

xxx =(λ+2μ)
1
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 V
～
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,

iωT
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xxz =λ1
sz

 V
～

z

 z
. ( 9)

将式( 9)变换回时间域,有:

 T xxx

 t
+σx T xxx =(λ+2μ)

 V x

 x
,

 T xxz

 t
+σz T xxz =λ

 V z

 z
. ( 10)

当所有的衰减因子 σ都为零时, SPM L 波动方

程与常规的波动方程等价.因此, 基于分裂形式的

PM L 波动方程有两种实现方案:一是全局 SPM L

算法,在 PM L 区域和模拟区域使用相同的分裂形

式的 PM L 波动方程;二是局部 SPM L 算法, 在

PM L 区域使用分裂形式的 PM L 波动方程而在模

拟区域使用常规的波动方程.整体 SPM L 算法编程

实现非常容易但是计算存储量太大;局部 SPM L 算

法节省了大量的内存, 但是由于涉及到两套方程的

耦合而使编程实现变得非常繁琐.

1.3　NPML吸收边界条件

根据式( 3) ,频率域中伸展因子倒数的傅立叶变

换为:

1
sp( t)

=δ( t) -σpexp(-σp t ) =δ( t ) -ξp ( t) ,

( p = x, z ) ( 11)

结合式( 5) ,变换到时间域,有:

 T xx

 t
=(λ+2μ)

 Vx

 x
+λ
 Vz

 z
-(λ+2μ)ξx ( t)  

 V x

 x
-λξz ( t )  

 Vz

 z
. ( 12)

其中: 为卷积符号.式( 12)为 NPM L 方程的一般

表达形式.由于在时间域离散求解时涉及到每一迭

代时间步都得求卷积运算, 而卷积运算的实现必须

存储前面所有时刻的场分量, 计算存储量特别大, 相

比于全局 SPM L 算法不具备优势.Francis使用递

推积分来间接地来实现上面的卷积,但是求解方程

比较复杂,相比于局部 SPM L 算法不具备优势.因

此,绝大多数地震波场正演模拟还是使用 SPM L.

1.4　改进的 NPML吸收边界条件

以上可以得出,基于分裂形式的 SPM L 和基于

非分裂形式的 NPM L, 要么需要很大的计算存储

量,要么实现起来非常复杂.随着计算机运算能力的

提高,特别是并行算法和计算机集群的推广,三维情

形下的多炮地震波场正演模拟已经能比较容易实

现.但是,由于三维复杂介质涉及到更多的波场变

量,因此对计算机的内存要求仍然很高.为了大量节

省计算存储量, 常规的 PM L 算法实现起来非常复

杂.为了解决上述问题,我们推导了一种新的算法.

对复伸展函数的倒数进行分解, 有:

1
sp
=1 -

σp
iω+σp

, ( p = x, z) , ( 13)

将上式代入到式( 5) ,有:
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～
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～

z
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为了使得上式能在时间域方便地求解, 引入中间辅

助变量:

Χ
～

xx =
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～

x
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,

Χ
～
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 V
～

z
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. ( 15)

整理( 15)式,得:

iωΧ
～

xx +σxΧ
～

xx =σx
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～
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,

iωΧ
～
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同时,式( 14)变为:
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～
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式( 1)中的其他方程同理.下面写出时间域 PM L 介

质中的波动方程:

ρ
 V x
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=
 T xx
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+
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ρ V
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+ T
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( 18)
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其中:Ψxx 、Ψxz 、Ψzx 、Ψzz和 Χxx 、Χxz 、Χzx 、Χzz为引入

的中间辅助变量,它们对应的控制方程为:

 Ψxx

 t
+σxΨxx =σx

 T xx

 x
,
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 t
+σzΨxz =σz

 T xz
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,
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,
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,
 Χxz
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+σzΧxz =σz  V

x

 z .

( 19)

联立式( 18)和式( 19) ,可得到 PM L 波动方程问题

的求解.可见, 通过引入中间辅助变量, 频率域中

PM L 形式下的波动方程右端项被分解为两部分:正

常项和衰减项.由于是相加关系,变换到时间域后仍

然表现为正常项和衰减项的相加关系.因此, 时间域

的求解可以简单的通过两个步骤来实现:先对包含

PM L 区域的整个计算区域按常规的波动方程离散

求解;然后按坐标轴方向单独考虑 PM L 区域, 从第

一步骤所得结果中减去相关 PM L 区域的衰减影

响,并更新该区域的辅助变量.该方法不需要对应力

-速度场分量进行分裂, 避免了分裂形式下的 PM L

波动方程求解的复杂性或辅助变量的巨大存储;也

避免了非分裂形式的 PM L 波动方程所涉及的时间

域复杂卷积运算,求解方程简单而且未作任何近似.

1.5　数值离散化求解

无论是 SPM L 方程组, 还是本文的辅助场方程

组,都可以用相同形式的方程来表述:

 f
 t
+βf =γ. ( 20)

上式对应的解析解为:

f =-
1
β

e
-β t
+

1
β
γ. ( 21)

写成离散形式, 有:

f [ ( n +1) Δt] =-1
β

e
-βΔt

e
-β nΔt

+ 1
β
γ,

f [ nΔt] =- 1
β

e
-β nΔt +1

β
γ. ( 22)

从而可得式( 20)的数值离散迭代解法:

f [ ( n +1) Δt] =e
-βΔt

f [ nΔt] +1
β

( 1-e
-βΔt

)γ.

( 23)

上式可以用来对 SPM L 波动方程进行数值离散, 也

可用来对本文方法中辅助变量控制方程进行数值离

散.以式( 1)的第 3个方程为例, 使用分解方法很容

易得到时间域离散形式的迭代求解步骤:

T
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xx =T

n
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 V
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,

( T xx 在 x 方向全局区域更新)

T
n+1
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n
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( T xx 在 x 方向 PM L 区域的衰减)
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xx +ax
 V

n+1/2
xx
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,

( Χxx 在 x 方向 PM L 区域的更新)

T
n+1
xx =T

n+1
xx +Δtλ

 Vn+1/ 2
z

 z
,

( T xx 在 z 方向全局区域更新)

T
n+1
xx =T

n+1
xx -ΔtλΧn

zz ,

( T xx 在 z 方向 PM L 区域的衰减)

Χn+1
zz =bzΧn

zz +az
 Vn+1/2

zz

 z
,

( Χzz 在 z 方向 PM L 区域的更新)

( 24)

其中, bp=exp[ -σpΔt] , ap =1-bp , ( p=x , z) .PM L

介质的引入并不影响空间求导运算,差分算子
 
 x
和

 
 z
的离散可以采用精度较高的显式高阶有限差分 、

隐式有限差分或伪谱法等求解.

Collino and T sogka ( 2001)使用多项式函数来

设置衰减因子σ:

σ
max
p =-

3υ
2d

ln( R) ,

σp( l) =σmax
p

l
d

m

, ( p = x, z) . ( 25)

其中:l( 0≤l≤d)为某一 PM L 层到 PM L 区域内边

界的距离;d为该 PM L 区域的厚度;m 为多项式的

阶数,一般取为 2 或 3;R 为理论反射系数, 一般设

置为 0.001 ～ 0.000 01;υ为 PM L 区域的纵波速度.

PM L 区域一般设置为 4 ～ 10层就可以达到很好的

吸收效果.

2　分析与比较

表 1将常规的几种 PM L 吸收边界条件算法与

本文的算法在计算存储量 、计算效率和计算复杂度

等方面从二维情形和三维情形做了对比( NPM L 采

用的是 Francis 文中算法) .从需要的辅助变量来

说,整体考虑的分裂形式的全局 SPM L 法为零, 然

后是本文方法, 其次是局部考虑的 SPM L 法, 最后

是非分裂形式卷积实现的 NPM L法.从需要的计算

存储量来说(考虑了辅助变量所占的少量内存) , 本

文方法最小, 局部SPM L法和NPM L法次之 , 全局
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表 1　不同 PML吸收边界条件方法比较

Table 1 Compa ring o f some kinds of PM L abso rbing boundary conditions

比较类型

场变量

辅助变量

吸 面

收 边

边界 角

计算存储量

2D 3D

局部 S PML 全局 S PM L 卷积 NPML 本文 局部 S PML 全局 S PM L 卷积 NPML 本文

5个 10个 5个 5个 9个 24个 9个9个

10个 无 16个 8个 24个 无 36个 18个

无 不考虑 无 无 6 不考虑 6 6

4 不考虑 4 4 12 不考虑 不考虑 不考虑

4 不考虑 不考虑 不考虑 8 不考虑 不考虑 不考虑

5个二
维数组

10个二
维数组

5个二
维数组

5个二
维数组

9个三
维数组

24个三
维数组

9个三
维数组

9个三
维数组

图 1　不同放大比例的波场快照( 0.42 s)比较

Fig.1 Comparing of some scaling fo r wave sho t

a.原始;b.放大 10倍;c.放大 100倍;d.放大 1 000倍

S PM L 法最大.从编程的难易程度来说, 整体 SPM L

法最简单,其次是本文方法,然后是 N PM L 法,最后

是局部 SPM L 法.从计算时间来说, 本文方法和

S PM L 法要比 NPM L 法少.从吸收效果的好坏来

说,由于都是 PM L 吸收边界条件, 吸收效果都很接

近.总的来说, 在二维情形下使用本文方法和全局

S PM L 法是非常合适的(此时内存的影响很小) , 三

维情形下使用本文方法是最合适的.

为了验证本文算法的有效性, 设计了一个大小

为2 000 m×2 000 m 的模型, 网格间距为10 m,密度

为 2 000 kg/m 3 ,纵波速度为 4 000 m/ s, 横波速度为

2 000 m/ s, 时间步长为 0.6 ms, 采用峰值频率为

25 H z的雷克子波.PM L 区域的层数为 10 层.将震

源靠近 PM L 区域边界放置, 水平方向和垂直方向

的距离(距离 PM L 区域内边界)分别为 150 m 和

20 m ,震源加载于质点速度的垂直分量上.

图 1是 0.42 s时刻的波场快照,黑色的小实心

点为震源所在位置, 矩形框 R1和 R2分别为 PM L

介质的内边界和外边界, 两者之间的区域为吸收衰

减区域,矩形框 R1包围区域为有效传播区域.图 1a

为原始波场快照, 在有效传播区域中观察不到任何

来自 R1边界以外的反射.为了更清楚地观察 PM L

介质的吸收性能, 对原始波场快照分别放大 10 倍

(图 1b) 、100倍(图 1c)和 1 000倍(图 1d) .除了放大
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图 2　使用和未使用 PM L 介质时的地震记录比较

Fig.2 Compa ring fo r seismic reco rd with o r w ithout using PM L media

a.使用 PM L;b.使用 PM L并放大 100倍;c.未使用 PML;d.未使用 PM L 放大 100倍

1 000倍时,有效传播区域上边界出现来自吸收衰减

区域非常微弱的反射外, 放大 10倍和放大 100倍仍

然观察不到任何来自吸收衰减区域的反射.波在吸

收衰减区域的传播有些复杂, 但是它对有效传播区

域几乎不产生影响.

为了进一步观察 PM L 介质的良好吸收衰减性

能,图 2对使用了 PM L 介质(图 2a和图 2b)和未使

用 PM L 介质(图 2c 和图 2d)接收的地震记录进行

了比较,其中图 2b和图 2d 是对原始地震记录放大

了 100倍时的情形.当使用了 PM L 介质来对波进

行吸收衰减后, 无论是原始地震记录还是放大了

100倍后的地震记录, 都观察不到来自截断边界处

的任何不期望反射.但是,如果不对来自截断边界处

的反射波做任何处理, 地震记录中将会出现大量强

干扰的不期望的反射波.

3　结论

基于非分裂式 PM L 波动方程的实现, 提出了

一种不通过卷积运算来实现 PM L 吸收边界条件的

新算法,来改善常规的 PM L 吸收边界条件在数值

离散实现时的一些不足.该算法不需要对弹性波正

演模拟中的应力-速度场进行分裂, 与常规的全局

SPM L 算法相比, 避免了分裂的场分量占用大量内

存;与常规的局部 SPM L 算法相比, 不需要考虑不

同 PM L 区域众多复杂情形;与常规的 N PM L 算法

相比,不用在时间域做大量卷积运算.

新的迭代求解算法仅在 PM L 介质中把弹性波

动方程分解为正常项和衰减项两部分, 而在有效传

播区域只包含正常项部分.离散实现的时候正常项

和衰减项的更新是单独计算的, 即正常项的更新将

对包含 PM L 介质的所有区域进行, 衰减项的更新

仅在 PM L 介质区域进行.另外, 提出了使用解析算

法来离散实现 PM L 控制方程(也可用于 SPM L 介

质中的波动方程) ,提高了 PM L 介质中波动方程的

离散精度.数值实验表明, PM L 介质的确具有优良

的吸收衰减性能, 同时也说明了本文算法的正确性

和有效性.

本文提出的 PM L 吸收边界条件实现算法相对

于以往算法,计算方程简单 、编程实现更容易 、PM L

辅助变量所占内存更小, 不但可用于二维情形的正

演模拟,更适合解决三维情形中 PM L 吸收边界条

件实现时编程复杂和内存占用大的问题.因此, 该方

法完全可以替代常规的 PM L 吸收边界条件实现算
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法,不仅可以应用到地震波的有限差分正演模拟中,

也可以用到电磁波的有限差分正演模拟中.
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