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摘 要：切向恢复系数是滚石碰撞回弹的重要控制参数，目前的理论公式不能完全反映其作用机制，这是滚石动力学研究的

一个难点问题 .为此，根据滚石不同的回弹状态，提出基于入射角度变化的切向力模型；进一步，以切向接触理论和动能定理为

基础，考虑碰撞过程中切向的摩擦耗能与变形耗能，推导了切向恢复系数的理论公式；最后研究入射速度、入射角、被撞击物体

的变形模量对切向恢复系数的影响 .结果表明：滚动回弹的切向恢复系数主要受切向变形量的影响；滑动回弹时，入射速度对

切向恢复系数的影响参数为 v
1
20，切向恢复系数随着其增加而缓慢减少；入射角度对切向恢复系数的影响参数为

cos
1
20 βi

tan βi
，切向

恢复系数随其增加而增大；被撞击物体的变形模量对切向恢复系数的影响参数为 E
-58
2 ，切向恢复系数随其增加而增加 .基于摩

擦与变形耗能的切向恢复系数计算公式为滚石的碰撞回弹过程提供了新的计算模型 .
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Abstract: The tangential restitution coefficient is an important control parameter for the rebound of the rolling stone, and the
current theoretical formula can not fully reflect its mechanism. Firstly, according to the different rebound states of the rolling
stone, a tangential force model based on the change of incident angle is proposed. Further considering the tangential friction energy
dissipation and deformation energy dissipation in the collision process, the theoretical formula of tangential restitution coefficient is
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derived based on tangential contact theory and kinetic energy theorem. Finally, the influence of various factors on the tangential
restitution coefficient is studied. The results show that the tangential restitution coefficient of rolling rebound is mainly affected by
tangential deformation. When the rolling stone slips, the influence parameter of incident velocity on the tangential restitution

coefficient is v
1
20, and the tangential restitution coefficient decreases slowly as it increases, while the influence parameter of incident

angle on tangential restitution coefficient is cos
1
20 βi

tan βi
, and the tangential restitution coefficient increases with its increase, the

influence parameter of the deformation modulus of the impacted object on the tangential restitution coefficient is E-58
2 , and the

tangential restitution coefficient increases with its increase. The tangential recovery coefficient based on friction and deformation
energy dissipation provides a new computational model for the collision process of rolling stone.
Key words: rolling stone; oblique collision; tangential restitution coefficient; energy loss; influence factor; engineering geology.

0 引言

我国是个多山的国家，山区面积占国土总面积

的近三分之二，地形地貌多变、地质构造复杂、地震

活动频发等条件为山区崩塌滚石、滑坡、泥石流等

地质灾害的孕育和发生提供了有利环境 .滚石，是

指个别块石因某种原因从斜坡或陡崖表面失稳后

经下落、回弹、跳跃、滚动或滑动等运动方式中的一

种或几种的组合沿着坡面向下快速运动，最后在较

平缓的地带或障碍物附近静止下来的一个动力演

化过程（Azzoni and Freitas，1995；张路青等，2004；
罗刚等，2022）.多山地带的滚石事件往往具有多发

性、隐蔽性、不确定性等不易掌握的规律或特征，当

滚石运动范围内有人类活动或设施时，则可造成滚

石灾害 .近二十年来，由于我国工程活动对自然山

体干扰的加剧，再加上地震频发、极端气候事件增

多等不利因素，滚石灾害发生的频率及强度愈发增

大，对其危害范围内的生命财产安全的威胁不断加

大（Scheiner et al.，2006）.例如，2008年 5月 12日汶

川大地震触发了数以万计的高能级崩塌滚石事件，

不仅直接造成了大量的人员伤亡和财产损失，而且

还引起山体的不同程度损伤和松动（胡新丽等，

2011）.此外，滚石灾害还对房建、交通及环境造成巨

大的破坏（何思明等，2013；王运生等，2022；刘新锋

等，2022）.相对于滑坡、泥石流等地质灾害来说，多

山地带遭遇滚石灾害的可能性和风险水平更高，但

相关基础理论和防灾减灾技术方法的研究却非常

薄弱 .危岩体失稳后与坡面及各类障碍物（包括防

护结构）之间会发生动力相互作用，相应的滚石动

力学机制与运动学规律不仅是亟待深入研究的基

础理论问题，也是制约当前滚石灾害治理水平的

瓶颈 .

滚石撞击问题是滚石动力学研究的核心问题，

而碰撞恢复系数与峰值冲击力是其中的重点与难

点 .碰撞恢复系数决定着滚石的运动状态，峰值冲

击力是滚石防护结构设计的重要参数 .目前有关滚

石冲击力的研究较多（Dussauge et al.，2003；Cagno⁃
li and Manga，2003；陈颖骐和王全才，2018），主要基

于 Hertz理论与动量定理 .碰撞恢复系数在颗粒材

料等领域研究广泛（Wu et al.，2003；Seifried et al.，
2005；Brizmer et al.，2006；Mangwandi et al.，2007），

但在滚石灾害研究领域的成果却很少 .碰撞恢复系

数可分为法向恢复系数与切向恢复系数，二者共同

决定了滚石撞击岩土体或人工构筑物表面后的回

弹速度与回弹方向 .在试验方面，Giani et al.（2004）
依据大比尺的现场试验，通过影像记录滚石撞击坡

面前后的速度，反算得到试验条件下的碰撞恢复系

数 .叶四桥和巩尚卿（2015）将落石试件从不同的高

度释放，利用高速摄像机记录试件碰撞坡面的过

程，研究了入射速度对法向恢复系数的影响 .章广

成等（2011）开展落石碰撞试验并进行数值模拟，分

析了入射角对法向恢复系数的影响 .其他学者还研

究了坡面状态、滚石特征等因素对恢复系数的影响

（Chau et al.，2002；Labiouse and Heidenreich，2009）.
在理论分析方面，秦志英和陆启韶（2006）推导了线

性、非线性阻尼模型等几种碰撞过程模型与恢复系

数的关系，并建立了统一的恢复系数表示方法 .杨
海清和周小平（2009）基于弹性碰撞理论，研究了滚

石不同运动形式下的速度，得到与滚石速度、坡面

材料有关的碰撞恢复系数计算公式 .梅雪峰等

（2019）利用经典接触理论与动能定理，得到了落石

碰撞过程中的法向恢复系数 .从已有的研究成果来

看，有关法向恢复系数的研究还亟待深入，而有关
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切向恢复系数的研究则更为薄弱；当前有关恢复系

数的研究手段以模型试验为主，而在试验过程中往

往采用中小尺寸模型，这使得试验材料的物理力学

性质与实际情况存在差异，无法真实还原滚石的运

动特性（Buzzi et al.，2012；陈宇龙，2013）.
相对于模型试验，理论分析更能反映出滚石碰

撞过程的机制，也更有利于参数敏感性分析和防护

工程设计 .目前在对切向恢复系数的理论研究方面

虽取得一定成果（吕庆等，2003；Schwager et al.，
2008；何思明等，2009；章广成等，2012），但仍存在

很多问题需要解决 .吕庆等（2003）将滚石看成刚性

体，没有直接讨论滚石碰撞过程中的非线性变形以

及摩擦问题 .章广成等（2012）根据动量定理推导出

的切向恢复系数计算公式虽然比 Schwager et al.
（2008）提出得更具系统性，但两者都忽略了切向变

形的影响 .何思明等（2009）提出的切向恢复系数计

算模型考虑了恒定法向荷载下发生的切向变形，但

关于法向荷载恒定的假设与实际还有很大出入 .对
于碰撞问题，撞击过程中的接触滑动与变形均会影

响能量的传递与转化，而且冲击荷载会随时间发生

变化 .忽略上述因素的影响，会使得推导的结果不

能完全反映出实际的碰撞回弹过程 .
为了从理论上分析滚石碰撞回弹的运动机制，

本文以接触力学、切向接触理论为基础，考虑到滚

石撞击过程中的滑动摩擦耗能与变形耗能，从能量

变化的角度研究滚石切向恢复系数，给出了滚石切

向恢复系数的具体的计算公式和步骤 .为研究滚石

撞击防护物体的运动轨迹及运动规律提供了方法，

也为滚石灾害定量评价提供理论依据 .

1 问题的提出

滚石灾害常发生于高山峡谷地区，滚石的基本

运动形式可分：坠落、滑动、滚动、碰撞回弹和抛物

运动（图 1）.
滚石与坡面或防护结构之间极多数情况下发

生的是斜碰撞（图 2）.为便于力学分析，将斜碰撞分

解为法向碰撞与切向碰撞，其中法向碰撞决定了整

个过程的作用时间 .
如图 2，v为入射速度，v'为回弹速度 .βi为入射

角，定义为入射速度与地面法向之间的夹角 .vn、vt
为入射时的法向与切向速度，v'n与 vT为回弹时的法

向与切向速度（式 1）.

vn= v cos βi
vt= v sin βi

， (1)

滚石在碰撞过程中发生的是非完全弹性碰撞，

所谓非完全弹性碰撞，是指在碰撞过程存在能量消

耗，损失的动能会部分转化为物体的内能，变形不

能完全恢复，存在能量损失 .
滚石法向碰撞恢复系数的定义为法向回弹速

度与入射速度的比值，也可以采用滚石法向输出能

量w 'n与输入能量wn进行定义：

en=
v ′n
vn
= w ′n

wn
. (2)

对于切向恢复系数，考虑到撞击过程中的摩擦

耗能与变形耗能，用滚石输出、输入的切向能量 wT

与wt进行定义：

et=
wT

wt
. (3)

图 1 滚石运动过程示意图

Fig.1 Movement process of rockfall

图 2 斜碰撞瞬时示意图

Fig.2 Schematic diagram of instantaneous oblique collision

4585



第 47 卷地球科学 http://www.earth⁃science.net

2 法向碰撞与法向恢复系数

本文采用的法向恢复系数基于准静态接触力

学理论（刘涌江，2002），当撞击速度与撞击体的弹

性波速相比足够小时，即可满足准静态理论的前提

条件 .半径分别为 R 1、R 2，质量分别为 m 1和 m 2的两

球体发生正碰撞，撞击速度分别为 v1 和 v2，回弹时

的速度分别为 v'1和 v'2，撞击过程中两球体接近的距

离为 δ，接触区半径为 a，根据准静态接触力学，有：

1
2 m (v1 - v2) 2 =∫

0

am

πa2σd ( )aR da= πa4m σd
4R , (4)

1
2 (v ′1 - v ′2) 2 = 3π 2a3m σ 2d

10E , (5)

式（4）和（5）中，
1
E
= 1- μ21

E 1
+ 1- μ22

E 2
，E 1、μ1、E 2、μ2

分别为两球体的弹性模量与泊松比；R为等效半径，

1
R
= 1
R 1
+ 1
R 2
.

令滚石的初始速度 v1=νn，被撞击物体在碰撞

过程中固定不动，质量视为无穷大，则恢复系数可

表示为：

en=
v ′1 - v ′2
v1 - v2

= ( 3
5
4 π

10× 4
5
4 )

1
2

( σ 5dE 4 ρ )
1
8

v
-14
n , (6)

式（6）中，σd可近似取 E 2的 0.1倍，ρ为滚石密度 .
梅雪峰等（2019）、陈颖骐和王全才（2018）研究

了弹塑性碰撞的最大冲击力 FNm，其表达式为：

FNm=
4
3 ER

1
2 ( 15mv216R

1
2 E )

3
5

( aya ) 3 + πpya2p, (7)

式（7）中 a为接触面半径，ay为初始屈服对应的接触

面半径，a2 = a2y+ a2p，py 为接触屈服压应力（Vu-
Quoc et al.，2004）：

py= [η ( μ) σy ] 3 π
3R2( )1- μ2

2

6E 2 . (8)

式（8）中，μ为滚石的泊松比；η（μ）为 μ的函数，η
（0.3）=1.613，η（0.4）=1.738，当 μ为其他值时，作

线性插值处理；σy为被冲击物的屈服强度 .
章广成等（2012）研究了非完全弹性碰撞的压

缩与回弹时间，见式（9）和（10）：

t1 = 1.47 ( 5c4n )
2
5

v
-15
n , (9)

t2 = 1.47 ( 5c4n )
2
5

(en vn)-
1
5 , (10)

式（9）和（10）中 ，c= m 1m 2

m 1 + m 2
；k1 =

1- μ21
E 1

；k2 =

1- μ22
E 2

；n= 4
3 ( )k1 + k2

R 1R 2

R 1 + R 2
.

则整个碰撞的时间为：

T= t1 + t2 = 1.47 ( 5c4n )
2
5

vn
-15 (1+ en)-

1
5 . (11)

在滚石冲击过程中，冲击力的时程曲线可用正

弦曲线近似表示 .考虑到碰撞过程中的能量损失，

在压缩加载阶段与回弹恢复阶段用不同的正弦函

数来表示冲击力，即：

FN ( t )= FNm sin ( π2t1 t ) t∈ (0 , t1)

FN ( t )= FNm sin
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê π
2 ( )T- t1

(T- t ) ù
û

ú
úú
ú t∈ ( t1 , T )

.

(12)

3 切向碰撞与切向恢复系数

3.1 切向冲击力

切向冲击力控制着滚石切向速度的变化与切

向变形量的大小，是影响切向运动的重要参数 .
Mindlin（1949）研究了两球体在法向压力下接触面

的切向力分布规律 .Vu-Quoc et al.（2004）提出了一

种弹塑性摩擦切向力-位移模型 .何思明等（2009）
在Mindlin接触理论基础上研究了切向力与切向变

形的关系 .
滚石的回弹形式受入射角的影响，Kharaz et al.

（2001）的研究表明：当碰撞接触区为粘滞状态时，

滚石的回弹形式表现为滚动；当碰撞接触区整体滑

动 时 ，滚 石 的 回 弹 形 式 表 现 为 滑 动 . Maw et al.
（1976）研究了入射角对滚石回弹形式的影响并定

义了接触区粘滞与滑动的临界入射角 θc.

θc= arctan
f
κ
, (13)

式（13）中，f为摩擦系数，κ=

1- μ1
G 1

+ 1- μ2
G 2

1 - 1
2 μ1
G 1

+
1- 1

2 μ2
G 2

.μ1、

G 1为滚石的泊松比与剪切模量，μ2、G 2为被撞击体

的泊松比与剪切模量 .
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考虑到碰撞过程中接触区的不同状态，本文在

Maw et al.（1976）、经典库仑准则的研究基础上，提

出一种新的切向力计算模型，表达式为：

FT= ψi fFN βi≤ θc
FT= fFN βi> θc

, (14)

式（14）中，ψi=
κ
f
tan βi，βi、f、κ 定义见上 .

由式（14）可以看出，当 βi=0时，ψi=0，此时切

向力 FT=0，为正碰撞；当 βi=90°时，切向力 FT=
fFN，计算模型满足经典库仑准则 .切向力与入射角

的关系见图 3.切向力与滑动摩擦力的比值分为两

个阶段：接触区为粘滞状态时，两者比值与入射角

成正相关；接触区为滑动状态时，比值为常数 1.
冲击力随入射角的变化规律（图 4）表明：碰撞

过程中合力与法向冲击力随入射角的增加而减小，

而切向冲击力在黏滞阶段随入射角的增大而增加 .
在其达到临界摩擦角时，切向力达到最大，随后进

入完全滑动阶段，切向力随入射角的增大而减小 .
3.2 切向恢复系数

目前对切向恢复系数的理论研究虽取得了一

些成果（吕庆等，2003；Schwager et al.，2008；何思

明等，2009；章广成等，2012），但在推导过程中都做

了部分简化，忽略了滑动或切向变形带来的影响，

这会使得推导结果在数值上偏大，不能完全反应滚

石的碰撞回弹过程 .根据恢复系数的定义方法，考

虑到滚石切向不同的回弹形式，以及切向运动中摩

擦与变形所消耗的能量，本文用输出与输入能量的

比值表示切向恢复系数 .
3.2.1 滚动回弹切向恢复系数 当冲击入射角 βi
小于临界入射角 θc 时，碰撞接触区为粘滞状态 .回
弹时，滚石的运动状态表现为滚动，碰撞过程中的

能量以不可恢复的变形能的形式进行耗散 .
图 5为法向压力 FN恒定下，滚石的切向荷载-

变形曲线，切向压缩阶段（OA段），变形量的计算公

式（Vu-Quoc et al.，2004）为：

ε1 =
3 ( )2- μ fFN

16Ga

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
1- (1- FT

fFN )
2
3ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
. (15)

当滚石的切向冲击力达到最大后，开始卸载，εr
为切向残余变形，回弹过程中的变形量可表示为

（AC段）：

图 3 切向力与入射角的关系

Fig.3 The relationship between tangential force
and incident angle

图 4 冲击力与入射角的关系

Fig.4 The relationship between impact force and inci⁃
dent angle

图 5 滚石切向荷载-变形曲线

Fig.5 Tangential force-displacement curves of rolling stone
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ε2 =
3 ( )2- μ fFN

16Ga

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
2 (1- FTm- FT

2fFN )- (1-
FT

fFN )
2
3

- 1
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
, (16)

式（16）中，
2- μ
G

= 2- μ1
G 1

+ 2- μ2
G 2

，FTm 代表最大

切向冲击力 .
考 虑 到 碰 撞 过 程 中 切 向 力 的 变 化 ，将 FT=

ψi fFN带入式（15）、（16），可得压缩阶段与回弹阶段

的切向变形量分别为：

εr1 =
3 ( )2- μ fFN

16Ga
é

ë
ê
êê
ê1- (1- ψi)

2
3ù

û
úúúú , (17)

εr2 =
3 ( )2- μ fFN

16Ga
é

ë
ê
êê
ê1+ ψi- (1- ψi)

2
3 - FNm

FN
ψi
ù

û
úúúú .

(18)
则压缩阶段吸收的能量 w r

1与回弹阶段释放的

能量w r
2分别为：

w r
1 = ψi

é

ë
ê
êê
ê1- (1- ψi)

2
3ù

û
úúúú f 2

3 ( )2- μ
16G ∫0

t1 F 2
N

a
dt ,(19)

w r
2 = ψi f 2

3 ( )2- μ
16G ∫ t1

T F 2
N

a
é
ë
êêêêηi-

FNm

FN
ψi
ù
û
úúúú dt , (20)

ηi= 1+ ψi-(1- ψi )
2
3 . (21)

则基于能量法的切向恢复系数可表示为：

et=
wT

wt
= w r

2

w r
1
. (22)

3.2.2 滑动回弹切向恢复系数 当冲击入射角 βi

大于临界入射角 θc时，滚石的切向运动状态表现为

滑动，碰撞过程中的摩擦、不可恢复变形都会引起

能量损耗 .
首先，考虑摩擦引起的能量损失 .滚石的输入

的初始切向能量为 w 0 =
1
2 mv

2
t，在 t∈ (0，t1 ]时，摩

擦力可用下式表示：

FT ( t )= fFNm sin ( π2t1 t ) . (23)

t1时刻的速度 vt1可表示为：

vt1 = vt-∫
0

t1

f
FNm

m
sin ( π2t1 t ) dt . (24)

在 t∈ ( t1，T ]时，摩擦力可以表示为：

FT ( t )= fFNm sin
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê π
2 ( )T- t1

(T- t ) ù
û

ú
úú
ú . (25)

T时刻的速度 vT可表示为：

vT= vt1 -∫
t1

T

f
FNm

m
sin ( π

2 ( )T- t1
(T- t ) ) dt .(26)

整理得：

vT= vt- 2f
FNm

m
2T
π
. (27)

则在只考虑摩擦引起能量损失时，输出的能量

为w s
1 =

1
2 mv

2
T.

其次，考虑变形引起的能量损失 .对于滚石碰

撞后发生滑动的情况，公式（15）、（16）同样适用，将

滑动的过程分解成无数个时刻，每一时刻的切向力

都在变化，是时间的函数 .将 FT= fFN 带入，压缩阶

段的切向变形（随时间变化）为：

εs2 =
3 ( )2- μ fFN

16Ga . (28)

回弹过程中的变形为：

εs3 =
3 ( )2- μ fFN

16Ga (2- FNm

FN ) . (29)

在切向压缩过程中吸收的能量为：

w s
2 = f 2

3 ( )2- μ
16G ∫0

t1 FN
2

a
dt . (30)

同理，在切向恢复过程中释放的能量为

w s
3 = f 2

3 ( )2- μ
16G ∫ t1

T

FN
( )2FN- FNm

a
dt . (31)

将式（12）带入公式（30）和（31），可得：

w s
2 = ζ ∫

0

t1

sin
5
3 ( )π
2t1
t dt , (32)

w s
3 = 2ζ ∫

t1

T

sin
5
3
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê π
2 ( )T- t1

(T- t ) ù
û

ú
úú
ú dt-

ζ ∫
t1

T

sin
2
3
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê π
2 ( )T- t1

(T- t ) ù
û

ú
úú
ú dt

, (33)

其中：ζ= f 2
3 ( )2- μ
16G

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê 3 ( )k1 + k2 R 1R 2

4 ( )R 1 + R 2

ù

û

ú
úú
ú
-13

F
5
3
Nm.

考虑碰撞过程中摩擦与不可恢复变形引起的

能量损失 ，滚石滑动回弹的切向恢复系数可表

示为：

et=
wT

wt
=

w s
1 - ( )w s

2 - w s
3

w 0
. (34)
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4 分析与讨论

滚石的碰撞恢复系数与滚石的入射状态（入射

角与入射速度）密切相关，其决定了滚石的入射能

量 .此外，被撞击物体的变形模量 E 2会影响滚石冲

击力以及撞击时间，从而引起恢复系数的变化 .
本节将研究入射速度 v、入射角度 βi 和被撞击

物体变形模量 E 2等参数对切向恢复系数的影响 .重
点讨论切向恢复系数随上述因素的变化规律以及

各因素对其影响程度的大小 .滚石与防护物体的计

算参数根据章广成等（2012）和何思明等（2009）的

研究进行取值 .
根据表 1的参数以及公式（13）可得临界入射角

约为 30°.即当 βi<30°时，滚石为滚动回弹，当 βi>
30°时，滚石的回弹方式为滑动 .

目前常用的关于切向恢复系数的计算公式是

基于刚体理论得出的运动学计算公式（Schwager et
al.，2008）.对于滚动回弹状态，由于不存在切向的

平动速度，运动学公式认为 et恒等于 0.滑动回弹阶

段按下式计算：

et= 1- μ (1+ en) / tan βi . (35)
以下将重点分析各因素对切向恢复系数的影

响，并与传统的运动学公式进行对比分析 .
4.1 入射速度对切向恢复系数的影响

入射速度是影响碰撞过程的主要的因素之一，

将入射速度作为影响碰撞的基本要素，研究不同入

射速度对切向恢复系数的影响 .
图 6统计了不同入射速度下的切向恢复系数，

对于滚动回弹，切向恢复系数随入射速度的增加呈

减小的趋势 .当 βi=1°时，v=40 m/s的切向恢复系

数比 v=10 m/s的切向恢复系数减小了 26%.随着

入射速度的增加，切向力不断增加，切向不可恢复

变形消耗的能量增大，导致切向恢复系数减小 .
对于滑动回弹，切向恢复系数随着入射速度的

变化很小 .当入射角 βi=45°时，入射速度 v=10 m/s
的切向恢复系数 et=0.20；v=40 m/s时的 et=0.17，
相差 0.03.入射速度从 10 m/s变化到 40 m/s时，不

同入射角下的 et变化的幅度维持在 6%左右 .
根据式（27）、（32）、（33）与（34），将滑动回弹的

切向恢复系数的理论公式表示为入射速度 v、入射

角度 βi、防护物体的变形模量 E 2的函数，有：

et=-C 1 (v 120 ⋅ cos 120 βitan βi
⋅E-58

2 )+ D 1 , (36)

式（36）中，C 1、D 1 是与滚石以及防护物体的 m、f、ρ

等参数相关的量 .
由式（36）可知，滑动回弹时的切向恢复系数受

入射速度 v
1
20 的影响 .进一步，将本文基于能量法得

出结果的与运动学公式（35）的推导结果的进行对

比分析 .图 7为 βi= 1°（滚动回弹）与 βi= 60°（滑动

回弹）时入射速度与切向恢复系数的关系 .根据式

（7）、（9）、（11）、（14），βi= 1°、βi= 60°时滚石撞击的

其他特征参量见表 2，表 3.
对于滚动回弹的情况，本文基于能量法得出的

切向恢复系数要大于运动学公式得出的值 .运动学

公式认为，滚石发生滚动回弹时，切向的相对平动

速度为 0，切向恢复系数为 0.本文从能量的损耗的

角度出发，认为滚动回弹时，滚石的初始切向动能

转化为转动能量 .损失的能量是由切向变形造成

的 .随着冲击速度的增加，切向力增加，切向变形耗

图 6 不同入射速度下的切向恢复系数

Fig.6 Tangential restitution coefficients at different incident
velocities

表 1 滚石冲击计算参数

Table 1 Calculation parameters of rock fall impact

滚石

变形模量 E 1(GPa)

40

泊松比

μ1

0.2

半径 R(m)

0.5

密度

ρ(kg·m－3 )
2 500

防护物体

变形

模量 E 2(GPa)
30

泊松比

μ2

0.2

摩擦系数

f

0.5
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能增加，恢复系数随之减小 .
对于滑动回弹，运动学公式得出的切向恢复系

数要大于本文能量法得出的切向恢复系数 .除了没

有考虑到碰撞过程中变形引起的能量损失外，运动

学公式只考虑了碰撞开始与结束这两个时刻的冲

击力与速度 .而本文的结论，从能量变化及过程量

的角度进行推导的 .
由公式（35）可知，运动学的切向恢复系数受法

向恢复系数的影响，法向恢复系数 en可表示为入射

速度 v、入射角度 βi、防护物体的变形模量 E 2 的

函数：

en= C 2(v-14 ⋅ cos- 14 βi ⋅E 1
8
2 )+ D 2 , (37)

式（37）中，C 2、D 2是与滚石以及防护物体的 m、f、ρ

等参数相关的量 .
对于滑动回弹，无论是运动学公式的计算结果

抑或本文能量法的计算结果，切向恢复系数随入射

速度的变化都很小 .当入射速度从 10 m/s增加到

40 m/s 时 ，运 动 学 公 式 的 切 向 恢 复 系 数 增 加 了

11.8%，本文能量法的切向恢复系数减小了 5.8%.
从式（36）（37）可以看出，运动学的切向恢复系数受

v
-14 的影响，本文推导的切向恢复系数受 v

1
20 的影响，

两者随入射速度 v的变化不明显 .
叶四桥等（2018）采用混凝土浇筑的试块进行

落石冲击试验，使用高速相机拍摄落石试块碰撞过

程的照片，并利用 HS-Analysis运动分析软件解析

拍摄的照片集，通过对获取的 1 600个数据进行分

析，发现切向恢复系数随入射速度的增加有减小的

趋势 .这与本文能量法推导的结论一致 .
4.2 入射角度对切向恢复系数的影响

为研究入射角对切向恢复系数的影响，以上述

案例为基础，研究不同入射角影响下切向恢复系数

的变化规律 .
图 8统计了不同入射角下的滚石切向恢复系

数 .滚动回弹时，切向恢复系数随入射角的增加而

减小 .当 βi= 1°时，切向恢复系数的平均值为 0.61，
βi= 30°时，切向恢复系数的平均值为 0.36，减小了

39%.随着入射角度的增加，切向力增加，进而引起

切向变形耗能的增加 .
滑动回弹时，切向恢复系数随入射角的增加而

增加 .当 βi=45°时，不同入射速度下的 et约为 0.22，
当 βi=60°，et 增加了 1倍，为 0.45.当 βi=89°时，et=
0.9，为 βi=45°时 et的 4.5倍 .由公式（36）可知，入射

角度对切向恢复系数的影响参数为
cos

1
20 βi

tan βi
，et负相

关于
cos

1
20 βi

tan βi
，随着 βi 的增加，

cos
1
20 βi

tan βi
呈减小的趋

图 7 不同入射速度下切向恢复系数变化曲线

Fig.7 Variation of restitution coefficient at different incident
velocities

表 2 βi=1°时不同入射速度碰撞特征量统计

Table 2 Collision typical parameters quantity statistics under
different incidence speeds(βi=1°)

v
(m·s-1)

10
15
20
25
30
35
40

t1
(ms)

1.456
1.343
1.267
1.212
1.170
1.133
1.104

T
(ms)

3.058
2.849
2.711
2.609
2.527
2.461
2.405

FNmax/
MN

12.264
19.95
28.175
36.825
45.832
55.145
64.728

FTmax/
MN

0.183
0.299
0.423
0.552
0.687
0.826
0.971

恢复系数

en
0.622
0.562
0.523
0.495
0.473
0.455
0.439

et
0.743
0.675
0.631
0.599
0.573
0.553
0.536

表 3 βi=60°时不同入射速度碰撞特征量统计

Table 3 Collision typical parameters quantity statistics under
different incidence speeds(βi=60°)

v
(m·s-1)

10
15
20
25
30
35
40

t1
(ms)

1.669
1.539
1.453
1.389
1.340
1.299
1.265

T
(ms)

3.443
3.209
3.052
2.936
2.844
2.769
2.706

FNmax/
MN

5.403
8.789
12.412
16.224
20.191
24.294
28.516

FTmax/
MN

2.701
4.394
6.206
8.112
10.095
12.147
14.258

恢复系数

en
0.738
0.667
0.621
0.587
0.561
0.540
0.522

et
0.509
0.501
0.491
0.487
0.484
0.481
0.476
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势，et呈增加的趋势 .
进一步利用运动学公式的切向恢复系数进行

对比分析 .以 v=20 m/s时为例，研究恢复系数随入

射角的变化规律，见图 9.根据式（7）、（9）、（11）、

（14），其他碰撞特征参量见表 4.
滚动回弹时，运动学公式的切向恢复系数为 0.

从能量损耗的角度考虑，随着入射角的增加，切向

力与切向变形增加，切向损耗的能量增加，回弹阶

段释放的能量（主要为滚石的转动能量）相对减少，

切向恢复系数减小 .
滑动回弹时，运动学公式与本文推导的能量法

公式表现出一致的变化性，切向恢复系数都随入射

角度的增加而增加，并且曲线的斜率也较为一致 .
运动学公式中，βi=45°时，et=0.23；βi=89°时，et=
0.98，变化率为 0.0179/°.在本文推导的公式中，βi=

45°时 ，et=0.18；βi=89°时 ，et=0.90，变 化 率 为

0.0163/°.从公式（35）、（36）、（37）可以看出，运动学

公式中与入射角度相关的控制参数为
cos-

1
4 βi

tan βi
，而

本文推导的公式中与入射角度相关的控制参数为

cos
1
20 βi

tan βi
.当 βi变化时，无论是 cos-

1
4 βi 还是 cos

1
20 βi都

在很小的范围内变化，切向恢复系数更多是受 tan βi
的影响 .因此，两公式在变化规律与变化速率上表

现出一致性 .
由式（7）、（9）、（10）及（36）可知，摩擦耗能随入

射速度的增加而减小，随入射角度的增加而减小 .
这与 Kharaz et al.（2001）的研究结果一致 .变形耗能

随入射速度的增加而增加，这是由于切向力的增加

造成的 .进一步，定义耗能比例系数 S，表示滑动回

弹 过 程 中 摩 擦 耗 能 与 变 形 耗 能 的 比 值 ，S=

图 8 不同入射角下的切向恢复系数

Fig.8 Tangential restitution coefficient at different incident angles

图 9 不同入射角下的恢复系数(v=20 m/s)
Fig.9 Variation of coefficient of restitution under different

incident angles(v=20 m/s)

表 4 不同入射角度碰撞特征量统计(v=20 m/s)
Table 4 Collision typical parameters quantity statistics under

different incident angles(v=20 m/s)
βi

(°)
1
10
20
30
45
60
75
89

t1
(ms)

1.267
1.269
1.281
1.302
1.356
1.453
1.658
2.358

T
(ms)

2.708
2.710
2.735
2.774
2.874
3.052
3.423
4.825

FNmax/
MN

28.345
28.004
26.476
23.994
18.810
12.412
5.623
0.221

FTmax/
MN

0.438
4.340
8.472
11.997
9.405
6.206
2.811
0.111

恢复系数

en
0.523
0.524
0.530
0.541
0.569
0.620
0.731
0.829

et
0.631
0.524
0.419
0.382
0.193
0.491
0.745
0.907
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w 0 - w s
1

w s
2 - w s

3
.

整体上看，摩擦耗能在能量损失中占据主导 .
随着入射角的增加，摩擦耗能与变形耗能的比值不

断减小 .入射角的增加，引起切向力的减小（表 4），

摩擦耗能减小，两者的比值减小 .
4.3 防护物体的变形模量对切向恢复系数的影响

被撞击物体的变形能力也会对碰撞回弹产生

影响，为了研究被撞击物体的变形模量对滚石切向

恢复系数的影响，将 E 2的取值范围从 10 MPa设置

到 40 GPa，是为了表征被撞击物体从土体坡面到基

岩（或混凝土结构）的变化特征 .
以下将研究被撞击物体的变形模量对切向恢

复系数的影响规律（v=20 m/s，βi=60°），并将结果

与运动学公式推导的结果进行对比分析 .

从图 11可以看出，本文推导的 et随 E 2的增加呈

增大的态势，当 E 2=10 MPa时，et=0.346，E 2=40
GPa 时 ，et=0.551. 由 公 式（36）可 知 ，et 负 相 关 于

E
-58
2 ，随着 E 2 的增加，E

-58
2 减小，et 增加 .这与 Day

（1997）、陈宇龙（2013）研究得出的结论：当地面岩

土体从松散土体向基岩变化时，相应法向和切向恢

复系数不断增加 .保持一致 .

此外，当
E 2

E 1
< 0.01时，基于运动学公式与本文

能量法得出的切向恢复系数的差值 Δet 相差较大，

而当 0.01 <E 2

E 1
<1时，Δet 为 0.1左右 .这种差异是

由切向变形量引起的，图 11统计了最大切向变形量

与 E 2之间的关系，图 11中以 E 2=40 GPa时的切向

图 10 不同入射角下的耗能比例系数 S

Fig.10 The energy dissipation proportional coefficient S at
different incident angles

表 5 不同被撞击物体变形模量碰撞特征量

Table 5 Collision typical parameters quantity statistics under
deformation modulus of different objects impacted
（v=20 m/s，βi=60°）

E2
(MPa)
10
50
100
200
500
1 000
10 000
40 000

t1
(ms)

28.578
15.018
11.387
8.638
6.005
4.574
1.971
1.453

T
(ms)

69.193
35.519
26.663
20.024
13.736
10.353
4.278
3.052

FNmax/
MN

0.631
1.201
1.584
2.088
3.002
3.943
9.151
12.412

FTmax/
MN

0.315
0.601
0.792
1.044
1.501
1.972
4.575
6.206

恢复系数

en
0.173
0.211
0.230
0.251
0.283
0.311
0.457
0.621

et
0.352
0.389
0.405
0.421
0.441
0.455
0.483
0.563

图 11 恢复系数随 E 2/E 1变化曲线

Fig.11 Variation of coefficient of restitution under different ratios of E 2/E 1
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最大变形量为标准，将各工况下的最大切向变形量

进行归一化处理 .可见，随着 E 2的增加，切向的最大

变形量呈减小的趋势，E 2=1 GPa时的切向最大变

形量为 E 2=40 GPa时的 5倍，为 E 2=10 MPa时的

0.17倍 .因此，当被撞击物体为土体（
E 2

E 1
较小）时，切

向变形量 ε与变形耗能会很大，而运动学公式基于

刚体理论，不考虑变形问题，从而使得 Δet偏大 .而

当
E 2

E 1
不断增大时，切向变形量 ε与变形耗能不断减

小，两条曲线不断趋近 .

5 结论

在滚石非完全弹性碰撞回弹的过程中，提出了

基于入射角度变化的切向力模型；考虑到碰撞回弹

过程中的摩擦耗能以及变形耗能，从能量的角度出

发，推导出切向恢复系数的表达式，通过算例分析，

可得到以下结论 .
（1）滚石的初始运动状态（入射速度与入射角）

决定冲击力的大小与碰撞时间，从而影响滚石碰撞

回弹过程中的能量损失 .
（2）滚石滚动回弹时，切向恢复系数主要受切

向变形的影响，切向变形量越大，损失的能量越多，

恢复系数越小 .
（3）滚石滑动回弹时，入射速度、入射角度、被

撞击物体的变形模量对切向恢复系数的影响参数

分别为 v
1
20、cos

1
20 βi

tan βi
、E-58

2 ，切向恢复系数随入射速度

的增加而减小，随入射角度及被撞击物体变形模量

的增加而增加 .其中入射速度对切向恢复系数的影

响较小，入射角度对切向恢复系数的影响最大 .
（4）本文得到的切向恢复系数理论公式与相应

结论可为防护结构的设计提供理论支持，也为滚石

灾害定量评价提供理论依据 .
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